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PREFACIO DEL AUTOR A LA EDICION 
EN LENGUA POLACA 


5 . . o. . » 1% . 

Ofrecemos este libro a los estudiantes que se inician en el Cálculo Di- 

ferencial e Integral. Su estudio permitirá al lector abordar textos más 
extensos sobre el particular. 


Trataremos de presentar los teoremas más importantes y, si es Posible, 
su demostración. Sin embargo, serán omitidas algunas demostraciones, 
pues, a nuestro entender, complicarian el aprendizaje a los recién iniciados. 


El lector debe tratar de resolver el mayor número de problemas pro- 
puestos. Debido a la falta de espacio, hemos limitado el número de estos 
problemas. 


Debo expresar mi profunda gratitud al señor J. Auerbach por la ayuda 
que me prestó en la preparación de este libro. 


STEFAN BANACH 


INTRODUCCION 


Anticipemos algunas definiciones y teoremas de utilidad subsecuente. 


l. Intervalo (ab o la, b] es el conjunto de números x que sa- 
tisfacen una de las parejas de desigualdades 


a<xSb, a£x<b, a<x<bd, a<x<b. 


El intervalo es cerrado si se cumplen las desigualdades a<x<Go0, 
Conocida la interpretación de los números reales 5obre un eje numé- 
rico, llamaremos segmento al intervalo y puntos a los números. 


2, Recordaremos al lector la fórmula conocida bajo el nombre de Bi- 
nomio de Newton: 


ap =0 4 (pj 04 (3er. (2 Jato 
+21) +0, 


ñ a(n—1)(1—2)...(n—R+1) 
donde be l %1 « El símbolo (*) definido en la última 
x 


fórmula es válido para los valores fraccionarios, y negativos también, - 
de n. 
Por ejemplo, 


8Y__8-7:6:5,_ 

1) =1731 dd | 
10 — (10) 11) 12): 13): 10 _ 
( 2) =* A TT TE E 
hi 









as I- 3 7 2.4-6...2k , 
asi que (3*)=- 1-35 _ Z 
— 2.46 7 16* 
etc, 


3. De la fórmula de Newton se deduce, inmediatamenta, la desigualdad 


0140" >!14+mnx Para x>0. 
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Haciendo 1-+x=A, Obtenemos, para 41: 
A” > 1+n(A—1). 


Ambas desigualdades soi: válidas para un número natural n cualquie- 
ra. ] 
4. La igualdad 





a, 1 
a+a+ag+...+ag”: '=a > 


se cumple para todo número natural n, cuando q l, 

Esta es la bien conocida fórmula para la suma de la progresión geo- 
métrica. 

a 

5, El lector sabe, por su Geornetría elemental, que los ángulos se -- 
miden en grados. En Matemáticas superior es preferible, sin embargo -- 
usar los llamados radianes como medida de los ángulos. 

Sea K un círculo con centro en el origen de coordenadas OXY, de ra- 
dio unitario, 

Elegimos en el plano OXY un sentido definido de rotación ( en la Fig. 
l se indica con una flecha) que consideraremos positivo ; una rota-- 
ción en sentido contrario se tomará como negativa. 

Sea x un número arbitrario. Tomemos so- 
bre la circunferencia del círculo K (partiendo - 
de A) un arco de longitud |+*]|en el sentido posi- 
tivo o en el negátivo y tendremos x>0 , x<0 
respectivamente. [ En el caso de x = O, el arco ' 
se reduce al punto A), El punto B determina com 
pletamente el extremo úel arco sobre la circun 
ferencia del círculo K. El número x es la medi- 
da cíclica del ángulo AOB. 

Evidentemente, todo ángulo tiene una infini 
dad de valores +) en unidades cíclicas que di- 
fieren entre sí en un múltiple de la longitud de 
la circunferencia, es decir, en 2nx2 (n, entero), 





Fig. 1 


Para pasar de la medida en grados a radianes se usa la fórmula 


ra 
x= ¡g +2, 


donde x expresa la medida en radianes, a el número de grados y n es un 
número entero arbitrario. 

Por ejemplo, la medida en radianes del £ngulo recto XOY será la - 
cuarta parte de la circunferencia, es decir, + y tambien cualquier nú- 
mero de la forma ++ (n, entero); la medida en radianes del ángulo 
semicircular AOA será la rritad de la circunferencia, esto es n, y tam 
bién cualquier número  r-P+2au (4, entero), por consiguiente, todo múl- 
tiplo impar de T,etc. L 

6. Recordemos las conocidas desigualdades: 


|la+b|<|a]-+]0), 


|[a—b|>]|]a] —|b), 
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válidas para números cualesquiera a, b. 


7. Se dice que los números a y b difieren en menos de €, si tiené - 
lugar la desigualdad la—b|<e es decir, las desigualdades 


—¿<Za—bZ +. 





CAPITULO 1 
TEORIA DE LAS SECUENCIAS 
CONCEPTO DE SECUENCIA 


l. Definición de secuencia? Si se tiene una ley según la cual 
a cada número natural corresponde un número determinado se dice 
que una secuencia de números ha sido dada. 
Ejemplo. Sea una ley, según la cual a cada número natural correspon 
de un número en la siguiente forma: al número 1 corresponde 1, al ná 
mero 2 corresponde +, al número 3 corresponde 1/3, etc., en general 
al número n corresponde 1/n. Escribiendo estos números obtenemos - 
la secuencia 11111 

, Z> 3» 7 > ... 


El número correspondiente a la unidad se llama primer término - 
de la secuencia, el número que corresponde al dos es el segundo tér- 
mino de la secuencia, etc., el número correspondiente á n es el ené - 
simo término de la secuencia, 


Los términos de una secuencia se representan en la siguiente for 
ma: tomamos una letre arbitraria, a, por ejemplo, el primer término 
lo representamos con el simbolo %» el segundo término con el símbo- 


lo a, etc., el término general (enésimo) con el símbolo a,. Se leen -- 


“asf: a primera Ó a índice 1, a segunda Ó a índice 2, etc., a enésima Ó a 
Indice n. Observemos que si a, es el ernésimo término de una secuen- 


cia, a sería el término subsecuente, a será el segundo término 


n+1 n+2) 


subsecuente ete., y el término “%.+s será el k-ésimo después de a, -- 
Asímismo, Sa: es el término que precede al %.s %-.* el que precede- 


al a,.,. etc., La secuencia cuyo término general es a, frecuentemente 


-3» 


se representa en forma abreviada por (a,); por ejemplo, la secuencia 


1 > 1 


] 
3» 3». 7»... se representa con el símbolo 7. 


Nos proponemos ahora este problema ¿en qué forma puede obte- 
nerse una cierta secuencia? . O en otras palabras ¿ por qué método - 
puede darse una secuencia? En diversos casos puede procederse de - 
manera diversa. 

Mostremos algunos métodos para formar secuencias. 

1. Damos una secuencia mediante una fórmula, digamos por ejemplo 
a, =5n, 
Vemos de inmediato que 


a, =5, a, =5.2=10, a,=5:3=15, Asist 4, =5-20=100, Eos 
Análogamente, dada la secuencia mediante una fórmula, haciendo 


a, =51* —n2+1. 
+ Llamada también sucesión.N.de los T, 


4 
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entonces a,=5, 4, =19, a,=43,... , Oj) 49901, ...... 
2. Damos una secuencia diciendo, por “ejemplo, que Sa es la enésima - 


cifra del número V2 . Encontramos que 


a,=1, a,=4, a,=1, 
Calculando y 2 por medio del conocido algoritmo encontramos la pri-- 
mera, segunda, tercera, etc., cifras., Así pues, nuestra secuencia que 
da determinada. 


Similarmente definimos una secuencia diciendo que e, es la cifra 
enésima del número, 


3. Otro método para dar una secuencia es el llamado método de 
recurrencia? Consiste en dar el primer término y el método de -- 
cálculo del término enésimo con auxilio de su predecesor.Aclaremos 
con algunos ejemplos. 

a) Sea que el primer- término - tes cero v cada uno de los siguien- 
tes el triple de su. Predecesor mas dos, es decir 


a,=0, ' 4, =3a,_,+2. 


Tendremos : 
Q, =2, a, =8, a =26, 


b) Sea uno el primer término y cada uno de los siguientes igual a 
la suma de todos los términos precedentes, es decir 


a¿=1, a,=48, +4, +44,+... Pp: 


En este caso ' 
a,=1, a, =2, a, =4, a, =8,... E 


c) Sea que el primer término tiene un valor « y cada uno de los - 
siguientes es igual al precedente más un número d, es decir, 


a,=4, a, =4,., Hd Í progresión aritmética ) 


Tendremos 
a,=a+4d, 2, =a+4- 9, .. 


2. Secuencias Monótonas. Una secuencia es creciente si ca 
da uno de sus términos es mayor que su precesor, es decir, a, >4,._.; 


es decreciente si a, <a esno-decreciente si a, >4,_. ; y- 


n-1> 
no-creciente si a, <GS,.,. Se llama monótona a cada una de estas 


secuencias. Las secuencias decrecientes y las crecientes se dice que 
son estrictamente monótonas. 

Ejemplos. 

l. La secuencia(n)de los números naturales es creciente. 


Ñ 1 ! 
2. La secuencia E de los inversos de los números naturales es decre 
ciente. z 


3. La secuencia fa, ), donde a, representa la totalidad de los números na 

turales divisibles entre tres, no superiores á n, es no-decreciente: 
a,=0, q, =0, a,=4, aja=l, aj =1, 4,=2,... 

+ O método de. recursión.N.de los T. 
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*R 
1 
. PE SN 5 A E E EN ax 1 
4. La secuencia 7) es no-creciente: a,= a, = a,=1, A4= 0=>3 12... 
3. Secuencias acotadas., Una secuencia es acotada si todos - 
sus términos pertenecen a un intervalo finito (-M, +M) Ó en otras pala- 


. bras, cuando 





(M0), la, 1<M (a=1, 2, 3, a 
Ejemplos. 
1, La secuenciala,),donde a_ es la enésima cifra decimal del número -- 
V2 es acotada, toda vez que Ja, |< 10. 


2. La secuencia [7 Fl 


pres acotada, ya que Ja, |<1. 


Observemnos que una secuencia acotada no necesariamente es monó 
tona y viceversa. Por ejemplo, la secuencia 


pe 2) 


1 a? l, a3 = 0, aá4 = 1, ...,, es acotada pero no es mo- 


nótona y la secuencia (n) de los números naturales es monótona, pero no 


es decir, a, = 0, a 


es acotada. 


4. Operaciones entre secuencias. La multiplicación de una - 
secuencia por un número, la suma, la resta, la multiplicación y la divi- 
sión de secuencias se definen de la siguiente manera, 


Para multiplicar una secuencia por un número, se multiplica cada- 
uno de sus términos por ese número. Por ejemplo, el producto de la se 
cuencia la. , Ags Agr ...) por el número mes la secuencia (ma,, ma,, 


O > Ñ 

Dos secuencias se suman, restan, o multiplican, sumando, restan- 
do o multiplicando sus términos respectivos, Por ejemplo, dadas las dos 
secuencias: 


(A, Gar «y Gar oo.) (O, Op... + du...) 
obtenemos: 

sumando, 

(a, +0, 0, H0bp +«., GH bn, ---), 
restando, 

(2, --0,, Ay =D... , a —0d,, --.), 
multiplicando, 

(2,b,, Cbr... , Gba, ...). 





* Elx) representa el mayor entero. que no excede á x. Por ejemplo, 


E(5) = 5, Eln; = 3, El lg 2) =» O, etc. 
El número Elx), satisface la desigualdadx*-1<8m<x 10 que se dedu- 
ce inmediatamente de la definición. 
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El cociente puede definirse solamente en el caso en que todos los 
términos de la secuencia, entire la que se divide, sean diferentes de ce- 
ro, ya que dividir entre cero es imposible. 


Para dividir una searencia entre otra (cuyos términos son diferen- 
tes de cero) se dividen los términos de la primera entre los correspon- 
dientes términos de la segunda. Esto significa que para las dos secuen- 
cias 


(a,, O ió) O A A A 


donde todo »p, es diferente de cero, su cociente es la secuencia 


(7 4, An 
A E i 


Las operaciónes indicadas, entre secuencias, se expresan simbóli- 
camente en la siguiente forma: 


(enla E le no » 
fa,) — —10,) =(a,, ondo 
(6,)-(6,) =(0,5,), g 


yl). 0,50. 





PROBLEMAS 


l. Demostrar que la secuencia a) es creciente. 


2. Demostrar que la secuencia ja,), donde a, es la enésima cifra de un 


número irracional arbitrario, no puede ser monótona. 


3. Demostrar que para Cualquier número x, arbitrariamente eleysido, la 


secuencia qe) es acotada. 
4. ¿ Es acotada la secuencia (I+x+x"+... +1”) para todo x? 


CONCEPTO INTUITIVO DE LIMITE DE UNA SECUENCIA 


5. Límite de una Secuencia Monótona. Al concepto de lími- 


te de una secuencia puede llegarse intuitivamente de la siguiente mane- 
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ra ( Sea (a,) una secuencia monótona, creciente por ejemplo,.Dos 68 - 


sos son posibles: 


1) Los términos ae la secuencia crecen ilimitadamente. Esto sig- 
nifica que para un número grande dado, todos los términos de la se-- 
cuencia (a,), a partir de cierto término, son mayores que este número; 


2) O bien,los términos de la secuencia fe,) no crecen ilimitada -- 
mente,existiendo un número gal que todos los términos de la se-- 


cuencia (a,) se aproximan ilimitadamente,lo que significa que dado el 
número arbitrariamente pequeño e >0 podemos encontrar cierto tér-- 
mino de la secuencia, tal que todos los términos subsecuentes difieran 
de g en una cantidad menor que e. 


Este número g se llama límite de la secuencia y se escribe asi: 
lim a, =8. 
Ñ n> 00 
Se dice que la secuencia fa.) converge a g. 
Pueden hacerse observaciones análogas en relación con las secuen 
cias decrecientes. 
Formularemos desde luego, la siguiente proposición: 


Teorema. Toda secuencia monótona acotada tiene 


un límite [ es convergente). 

Ejemplos. 

l. La secuencia (1) es creciente, pero no es acotada. Asímismo la se- 
cuencia (a). 





2. La secuencia hi =>) es creciente y acotada y su límite es l. 

3. La secuencia - es acotada y decreciente, su límite es O, 

4. La secuencia 3) 6 +0) es acotada y decrecien 
te y su límite es 3/5. ó : 


/ 


6. Definición general de límite de una secuencia. Con- 


sideremos ahora una secuencia (a,) cualquiera no necesariamente mo- 
nótona. Puede suceder que exista un número g, al que los términos de - 
la secuencia se aproximen ilimitadamente. Esto significa que dado un - 
número arbitrariamente pequeño e >0 encontremos cierto término de 
la secuencia tal que todos los subsecuentes de éste, difieran de g, en - 

una cantidad menor que e. 


Puede demostrarse que si tal número existe es único. 
El númenvo g£g se llama límite de la secuencia, y como an- 
tes, se representa por: 
lim a, = g. 
n=>0) 


Si la secuencia (a,) no tiene límite se dice que es divergente, 


Ejemplos. 
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. (17 
l. La secuencia / a 





) es convergente, y su límite es igual a cero. 
2. La secuenciz ((—1)') es divergente. 


7. Criterio particular de convergencia. Frecuememente- 
resulta difícil determinar si una secuencia posee un límite ono, En -- 
muchos casos es útil el siguiente teorema: 

Si la secuencia (c,) está comprendida entre dos 


secuencias (a) y (c,),, que convergen a un mismc - 

límite, la secuencia (c,) converge a ese límite CO-- 
vd A 

mun. 


Observación. Decimos que la secuencia (c,) está comprendida en- 
tre las secuencias (a,) y (o,) si para todo n se cumplen las desigual - 
dades siguientes 


l, EC, =p: 
Ejemplos. E 
l. La secuencia queen) tiene 4 x por límite; en efecto, tenemos - 


ax—1<E (nx) < nx, 

por consiguiente, EE 
(nx) 
E — 7 SEX , 
y como cada una de las secuencias ls > (x) convergen al lí - 
mite x, la secuencia (262) comprendida entre ellas, tendrá el mismo 
límite, 
2. La secuencia 14 »donde a_ es la enésima cifra del número mr, tie-- 
ne 4 O por límite, ya que ellá esiá comprendida entre las secuencias -- 
(0), 5 , Cuyo límite común es 0. 
n. 

8. Operaciones entre secuencias convergentes. Si fa.) 
y (0,,) son dos secuencias convergentes, puede demostrarse el si-- 


guiente: l 
Teorema. Para las secuencias convergentes fa, +0,), 


íca,), (a,b,) : 
1) tim (a, +0,)=lm a, + lim b,; 


2) Si c € es un número arbitrario 


lim ca, =C lim a,,; 
n-—00 n-—00 
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3) Mm 1 (a, b,)=lim a,- lim b,. 


n—00 H=>00 


Además, sib,+0, lim 56,40, entonces, la secuencia (5) 
n=>00 


es convergente y 


lim a, 
lim %a a 
n>00 by lim b,, 


n—0 


9. Secuencias que divergen a +00 Introduzcamos el si-- 
guiente método conveniente de expresión, Diremos que la secuencia (la,,) 
divergea +0o* ,, si para todo número arbitrariamente grande A exis 
te cierto término de la secuencia a partir del cual todos los - 
términos subsecuentes son mayores que Á. 

Lo que escribimos como sigue: lim a, =-+ 00. 


n—0 


Ejemplos de estas secuencias son (a), (2”), (n* —n) 


Análogamentge, diremos que la secuencia (a,) divergea  —oo, 


si para todo número arbitrariamente pequeño A ( algebráicamente), exis 
te cierto término de la secuencia, a partir del cual, todos los términos 
subsecuentes son menores que A, Se escribe como sigue: 


lim a, =— oo, 
n—0 
Ejemplos de estas secuencias son las anteriores si se multiplican por - 
5 
Otros ejemplos lo son (n—a*), (— 10% 


Procede observar que las secuencias que divergen á +00 6 —oo, 
no tiene límite y que los símbolos+- vo y —eo por ningún motivo son ná 
meros, sino solamente una forma abreviada de escritura, 


Observación, Si se escribe el =8 sin ninguna explicación - 
ulterior debe entenderse que la secuencia — (a,j es convergente y que 
por consiguiente g es 1n número real y no uno de los símbolos 4-00, —oo. 





+ Se dice también que " tiende a +0”, 


TEORIA DE LAS SECUENCIAS 11 


J 
10. Teoremas sobre secuencias que divergen a + 00. 
O anna -— 


Pueden demostrarse los siguientes teoremas. 
a) Si ta secuencia (a,) es acotada y lim b,=-+-o0, tendremos 


n=>+00 


lim (a, +0,)=+ 00, 


lim (a, —b,) =-— 00, 
n-—00 


lim 2 
4-00 da 


Il 


0 bajo la condición de que 5,0 para todo n. 


b) Si lim a,=-+00 y lim b,=— oo, tendremos 
* n>+0 n-——0 


im (a, —b =+00, + 
n=>+0 


lim (a,b,)=— oo. 
n=>00 y 


c) Si lim a, =+ 00 y lim b,=>+ 00, tendremos 
m-+>00 ! 


Bol (a, +0,)=+00, 
im (0,b,) => 00, 


d) Si lim a,=2, g%0 Y  limb,=-+0o0, tendremos 
n-—+00 


n—00 


lim (2,0) =4 +oo para g>0, 
n>0 —oo para £<0 


e)Si  lima,=g,g%0 y limb,=0, b,>0, tendremos 
n-<0 n-—00 


lim A +00 para g>0, 
b — oo para g<o0. 


n>00 “n 


PROBLEMAS 


l. Demostrar que la secuencia (55) para cualquier número arbitra 
PIO x tiene á O como límite. 


2. ¿La secuencia I—1”?n] divergea +w Ó  -u? 


3, Demostrar que la secuencia — (a'—5n* 4-3), es decir, 
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diverge a +o. 
4. Demostrar: lo mismo para la secuencia (3”—a), haciendo usn de la - 
desigualdad 3>1+2% (ver Introducción parágrafo 3 ), 


DEFINICION RIGUROSA DEL LIMITE DE UNA SECUENCIAS 


11. Segmentos de una secuencia, Si tenemos una secuencia - 





a,» az» oro Apr cualquiera, diremos que el conjunto de términos que 


subsisten después de eliminar los n-l1 primeros términos de dicha se-- 
cuencia forman su segmento enésimo. Por ejemplo, el segmento 
sexto será el conjunto  a,,t,,0y .... €l centésimo Será Gr Go Co... 


En particular el primer segmento de una secuencia contiene a todos los 
términos de ella. 
Los segmentos de una secuencia se representan por los símbolos - 
Ar» As» del .....5 €l índice de A representa a! númera del segmento, 
Así pues por ejemplo, As representa el segmento sexto. 


Expongamos algunas propiedades evidentes de los segmentos que 
nos serán de utilidad en lo que sigue. 


l. Si se tienen dos segmentos cualesquiera, Aso y A100* por ejemplo, - 
entonces siempre, el último segmento está contenido en el primero; en 
nuestro caso, Aloo está contenido en Aso: 

2. Si tomamos un segmento arbitrario, A 00 por ejemplo, únicamente - 
un nómero finito de términos de la secuencia no forman parte de este - 
segmento. En nuestro caso el segmento A100 solamente no contiene los 
.» Agg: 


de Recíprocamente, si tomamos arbitrariamente un número finito de -- 
términos, existe un segmento que no los contiene (por ejemplo, todo -- 
segmento de índice mayor que todos los Índices de estos términos). 


99 primeros términos, es decir, a.» a,» es 


4. Análogamente, si se toman dos segmentos arbitrarios, Aso y A100 = 


por ejemplo, solamente un número finito de términos de primer seg-- 

Ana no está contenido en el último. En nuestro caso los 50 primeros 

términos del segm h . E 
gmento Asg» a saber aso: as]: Aso 2 899 no están 


contenidos en el segmento Aj00: Eos términos restantes del segmento - 


Aso están contenidos en Aj0o: 
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12. Secuencias que difieren entre sí únicamente €en el 
5 5 5 5 5  y---- TAS 


orden de sus términos, De dos secuencias se dice que difieren 
entre sf, solamente por el orden de sus términos, si cada término apa 

rece un número igual ( finito o infinito ) de veces en ambas secuencias, 
Ejemplos. Se dan a continuación secuencias que solo difieren en el or- 
den de sus términos: 


1 (0,1,0,1,0,1.) y (0,0,1,0,0,1,0,0,1l,..) 
2. ( l, 2, 3, 4, 5, 6, A y ( as l, 4, 3 6, A e... ) 


En tales secuencias tiene lugar el siguiente 

Teorema. Si dos secuencias difieren entre sí - 
solamente en el orden de sus términos, entonces ca- 
da segmento de una contiene un cierto segmento de - 
la otra... 


Demostración. Sea aj: 2» az» ...., la primer secuencia y b,, b 


1? “2” 
dz» .... la segunda. Supongamos que ambas secuencias difieren entre sf 


solamente en el orden de sus términos. Consideremos un segmento --- 
cualquiera de la primer secuencia, An por ejemplo. Este segmento so- 


lamente no contiene a los términos a,» 7» Az» -.-8, _]- Estos últimos -- 
términos aparecen en la secuencia d;» bo, das Y dr: ... (quizá en otro or 
den . Como su número es finito en la secuencia bd; » dDos.. existe un seg-- 
mento total que llamaremos Bo» que no los contiene. Es claro entonces- 
que el segmento Ba está contenido en An: En efecto, cada término del -- 
segmento B es el último de los términos A,» Ay» Ags +0. A, 1» Y el seg-- 
mento A, contiene todos los términos de la secuencia, excepto éstos. 


Ejemplos, Sea la,) la secuencia de los números naturales 1, 2, 3, 4, ....., 
es decir, a4,=A, y ppla secuencia 2,1, 4, 3, 6, 5, ...., es decir »b =2n, 
Bb, = 2n — 1. El segmento As contiene, por ejemplo, a Bio: 


13. Concepto de Aproximación, Sediceque cierto núme- 
ro a se aproxima á un número b con un error menor- 
e 
y Si ja—ob|<s. 


Se dice tambien que a es un valor aproximado - 
del número b, con un error menor que e. 


que e 


Supongamos que a se aproxima á b con un error menor que 8. 


od entonces que a se aproxima á b con un error menor que y, si 
n>e. 


En cambio, si 1<se, es posible que a no se aproxime á b con -- 
error menor que y. 


«El concepto de valor aproximado es muy importante, ya que en la 
Práctica trabajamos casi siempre con números aproximados. Ello ocu-- 
Pre, bien porque los valores exactos nos son desconocidos ( las medicio- 
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nes siempre resultan inexactas con mayor o menor error dependiendo- 
de la precisión de los instrumentos de medición) o bien porque las ope- 
raciones para obtener los datos numéricos resultan demasiado compli- 
cadas para obtener valores exactos. En los cálculos se emplean, por -- 
consiguiente, valores más o menos aproximados, dependiendo de la e-- 
xactitud que pueda lograrse. . 
Ejemplos. 
l, El número 3.1416 se aproxima al número r* con un error menor que - 


50000 , Esto significa que 


1 
|r—3,1416|< 5 


2. El número 1.41 se aproxima a Y/2 con un error menor que 1/200, Si a 
se aproxima á b con un error menor que e, entonces, como se ha dicho 
ja—o|<e. También puede escribirse 


a—e<b<arte 
(ver Introducción, parágrafo 7 ). 


Diremos que un segmento de una secuencia se aproxima a cierto 
número g con un error menor que €, si cada uno de. los términos de es 
te segmento se aproxima á g con un error menor que s.. 


Por ejemplo, sobre la secuencia 1, 1/2, 1/3, ....., 1/n puede decir 
se que el segmento A1001 se aproxima á O con un error menor que 1/1000, 


Si un segmento de una secuencia se aproxima a un número g, con 
error menor que e entonces todo segmento contenido en aquél, es de 


" . cir, todo segmento subsecuente, también se aproxima á g con ul error - 


menor que e. 
Por ejemplo, en la secuencia considerada el segmento As000* tam 
bién se aproxima a cero con un error menor que 1/1000, 


14. Definición de límite. Se dice que elnúmero g es el límite - 


de la secuencia ar: dy» lg Ga an ... Si en esta secuencia existe un 


segmento que se AcroximoS g con un error convenientemente pequeño, - 
en otras palabras, si para cada número 8 ”>0 existe un segmento que se 
aproxime á g con un error menor que e*. 
Lo que se escribe así : 
lim a, =g. 
n> 00 
En lugar de decir que una secuencia tiene un límite g, frecuente-- 
mente se dice que la secuencia converge á g Ó que la secuencia tiende a- 
g. Análogamente, en lugar de decir " la secuencia tiene un límite" es co- 
máún decir : "la secuencia es convergente", 


Ejemplos. 


] a lim E 
noo 


A tl e : 
* Como es fácil ver, la definición anterior de límite es equivalente a -- 
esta definición, 
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2. La secuencia (0, 6, O, 66, O, 666, ... ) tiene un límite igual al número- 
0,666 ...o” 2/3 . 


3. La secuencia Cuyo término general es a, = 





A tiene un límite igual 
n+1 
á 1. Para demostrarlo tomemos un segmento arbitrario An Sia, perte- 


nece al segmento An» es decir, si eN o 





h= A 1=1:5 n+l =n<»w 
es decir, que el segmento An se aproxima al número 1 con un error me- 
nor que 1/N. Por consiguiente, si queremos que el error sea menor que - 
cierto número definido e>0 ( 200 por ciemplo! es sufi- 
ciente elegir 4 N de manera que N 2 es decir quen > . Así pues, todo- 


segmento con índice mayor que z, se aproxima á 1 con un error me-- 


nor que «e. Como e es'un número arbitrario, existe un segmento que se- ' 
aproxima á 1 con un error arbitrariamente pequeño, por tanto 


lim Fl == 1. 
n->0 
Este es un método típico de demostración de que cierta secuencia | 
(a,; tiene un límite g. Analicemos esta demostración.. 


Ante todo se considera un segmento A,, arbitrario y un término an 


N 
arbitrario también de esté segmento, es decir un término cuyo índice es- 
mayor o igual á N.Estudiaremos la diferencia |g—a,| y nos proponemos - 


conociendo N, determinar cierto número para el que todo |¿—a, | sea me- 
nor que dicho número, toda vez que n>=N es decir, toda vez que a, se - 


aproxime áA_. En el ejemplo anterior tal número fué 1/N. este HámbrSz 
se definirá mBdiante una expresión que dependerá exclusivámente de N $- 
no de n. Nos resta demostrar que existen segmentos para los que los nú-- 
meros correspondientes son arbitrariamente pequeños. 

Así pues, si la secuencia tiene un límite g, entonces para un nume- 
ro arbitrario e >0 existe un segmento de la secuencia An» cuyos térmi- 


nos todos se aproximan á g con un error menor que s Por consiguiente los 
únicos términos que no se aproximan á g, con un errur menor que. f, es= 
to es que no pertenecen al segmento Ay son finitos en número. Por lo tan 


to podemos formular la siguiente proposición: 
Si lima, =g ycierto e>0 es dado, existirá solamente 


n— on 


un númerou finito de términos de la secuencia que difie 
Pan de g en e o en otra cantidad mayor que e. 


Reciprocamente, si para una secuencia (a,+ dada 


se demuestra que existe cierto número g, tal que para 
un:'número arbitrariamente elegido e>U6 solamente un 
número finito de términos de esta secuencia difieran - 
de g en una cantidad no meuor que e, tendremos 

lim a, =g. 


nero 
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'En efecto elegido un número arbitrarios”>0,podemos afirmar que en - 
la secuencia existe un segmento AR que no contiene un sólo término del - 


número finito de términos mencionados; por consiguiente, todos los tér -- 
minos de este segmento se AReo unan á g con un error menor que e. 


El razonamiento anterior se usa frecuentemente para demostrar que 
cierto número es el límite de una q dada. 


Ejemplo 4. Demostrar que lim 
a >000 A = 





Tomaremos un número arbitrario £.>0 e investigaremos, cuántos de 
los términos difieren de 3/5 en menos que e. Para ello estudiaremos - 


la diferencia ' [4%] Tenemos: 
|. =|5-¿24 a 1 
5 an (5 Sn+2 =lsFol=="pw 





y 1 en 
Así pues, solamente aquellos términos para los que FO >* difie- 


ren de 3/5 en menos de «€ ( donde n es el índice del término considera- 
do). De aquí se deduce que 2514-10 <-, 25n <-—10, por consiguien 
e 6 


ae 2-10 
n= 


8 
No obstante, existe solamente un número finito de números naturales- 
que no exceden al número dado. Por tanto, los números naturales que no- 
exceden, en particular, al número(ll / « - 10)/25 no existen en absoluto - - 
[ por ejemplo, para e=5,+=1/20), o bien existen solamente en número - 
finito. Asf pues, la desigualdad [3 /5-a, |. se satisfará solamente pa 
ra un número finito de términos . De aquí se desprende que 





mar 3 
lim a, —— 
mn»o ” 5” 


Observación. En la demostración de que una secuencia dada (a,) 
tiene un límite g, esto es, que para todo 8 >0existe un segmento A, que - 


se aproxima ágcon un error menor que e, siempre puede tomarse 
un € menor que cierto número a arbitrario positivo (1/100, por e-- 
jemplo) ya que si el segmento An se aproxima á g con un error menor que 


t<a, con mayor razón se UFO JImaRA a g con un error menor que el nú- 
mero arbitrario  s.>4. 
Hechas estas observaciones podremos proseguir más rápidamente. 


PROBLEMAS 


1, Demostrar que la secuencia cuyo límite general es 


PRE aia ala al e 
tiene un límite igual 4 1/2. 


2. Dernostrar que la secuencia Cuyo término general es 
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=p 4) 





converge, E. 
Demostrar que la secuencia 
3n* — 2n +6 
A” 7 +12 
tiene un límite igual 4 3/7. 


4, Demostrar que la secuencia (6) tiene un límite igual 4 1/120, 


TEOREMAS SOBRE LOS LIMITES DE LAS SECUENCIAS 


15. Convergencia de una secuencia de términos igua-- 
les. Si todos los términos de una secuencia fa, son - 
iguales a uno y al mismo número g, la secuencia con- 


verge a ese número. 
Por ejemplo, la secuencia a, = 4, esto es 1/2, 1/2, 1/2, .... tiene 4 1/2 


por límite. 

La demosiráción se desprende dde la siguiente observación. Para Cual 
quier númeroe”>0arbítrario que tomásemos, todos los términos de la se- 
cuencia se aproximarán á g con un error menor que e, toda vez que se - 
aproximan á g con un error igual a cero: 


lg—a,|=|g—g|=0, 


* 


16. Independencia del límite respecto del orden de los - 
términos. El límite de una secuencia convergente no - 
dependen del orden de sus términos. Esto significa que 
el límite de una secuencia convergente no varía si se- 
altera el orden de lus términos. 


Por ejemplo, la secuencia(-) tiene un límite igual á O, si se modifica el - 
Orden de los términos de manera que los de orden par pasen un lugar ha- 
Cia atrás, y los términos de orden impar se adelanten un lugar, obtene-- 
Mos la siguiente secuencia: 

E E E E 

2* 14? 3? 6> 5» .. 
Esta nueva secuencia también tiene como límite O. 

Demostración. Sea que la secuenciafa,) tiene un límite g. Sea, - 


además, (0,) la secuencia que se obtiene al modificar el orden de los tér- 
minos de la secuencia (a,).Como Jim a, =g, también para un número ss. >0 
arbitrariamente elegido, existe > Un segmento An que se aproxima á g- 


con un error menor que s. Más en virtud teorema expuesto en la --- 
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Pág. 13, el segmento A, contiene en sí mismo algún segmento de la se-- 
cuencia  (b,), el segmento Br. digamos. Es claro que el segmento By -- 
por cuanto está contenido en el segmento Ay también se aproxima a g -- 


con un error menor que €. Por consiguiente tomando un número arbitra 
rio e >0, podemos encontrar en la secuencia fo,) un segmento que 
se aproxime á g con un error menor que e, de modo que lim b,= g. 

É n—00 


Observación. Del teorema anterior se deduce que si la secuen-- 
cia (a,) es divergente, entonces toda secuencia que difiera de ésta tan - 


solo en el orden de sus términos, también es divergente. 


17. Convergencia de las secuencias. Toda subsecuencia 
de una secuencia convergente tiene el mismo límite - 
de la secuencia original. 


Observación. De una secuencia se obtiene una subsecuencia ex- 
trayendo un número infinito de sus términos en el mismo orden en que - 
inicialmente se encontraban. 

Ejemplo 1. Consideremos la secuencia (a,=2). Tomemos de ella to- 


dos sus términos de índice impár. Obtenemos la nueva secuencia (6,): 
110101] s 
SE E 
así que =>" Como lim a, =0, entonces lim b,=0, 
n—o00 


n-—00 : 
Demostración. Sea (a,) la secuencia original, convergente a un 
límite E, y f5,) una subsecuencia de ésta. Dado un número e>0 arbi-- 


trario, tomamos un segmento A, tal que se aproxime á g con un error -- 


N 


menor que e. Es claro que el segmento An contiene en sí mismo cierto 


segmento B,, de la secuencia (¿fb,), ya que (06,) es una subsecuencia de 


K 


la secuencia (a,). Por tanto, B, también se aproxima á g con un error -- 


K 
menor que *t. En otras palabras, dado un número arbitrario e >>0, encon- 
tramos un segmento B,, que se aproxima á g con un error menor que e; 





K 
lo que significa que 
lim db. =fg. 
% n-—»0 
Ejemplo 2. La secuencia ==) (Pág. 16) converge al límite 3/5. 


Por tanto las secuencias 


son subsecuenciasde aquella y tienen el mismo lfmite. 
Observación. Observemos sin embargo, que si la secuencia con- 
tiene una subsecuencia convergente no se sigue siempre que la secuencia. 
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oríginal es convergente. 


y 


Por ejemplo, la secuencia l, 1/2, 1, 1/4, I, 1/6, .... es divergente pero 

la subsecuencia 1/2, 1/4, 1/6, .... converge a cero. 

18. Límite de una secuencia con términos no negativos 
. . . ? 

Si todos los términos de una secuencia convergente -- 

son no negativos,entonces su límite también es no nega- 
tivo, 


La demostración se desprende al observar que 
si q,p. es un número negativo y a un número 


no-negativo, entonces ¡la —4/=>J|p]1. Así pues un número 
no-negalivo difiere de un número negativo en no menos que la magnitud - 
absoluta del número negativo. Por consiguiente, si (a,). es una secuencia 


cualquiera con términos no negativos y H es cierto núniero negativo, en- 
tonces ningún segmento de esta secuencia se aproximará a H con un --- 
error menor que py. Esto es, el error no será arbitrariamente pequeño- 
y por tanto K no será el límite de nuestra secuencia. Por consiguiente, - 
pues, su límite será un número no-negativo. 


19. Lfmite de la suma y diferencia de secuencias. La - 
suma de dos secuencias convergentes es una secuen-- 
cia que converge a la suma de los límites de estas se 


cuencias. 
Ejemplo 1. Consideremos que las secuencias /(a,), (6, , (c,) son, respectiva 


mente, (11) (31 Y AA) = a). 


Puesto que 


en] 


lim a,=1, lim b,_= 
n= 0 »R-0%0 


, 


entonces 
_8 
lim c,= ERA F=3: 


rR=->0%0 


Demostración. Sea que la secuencia fa,) tiene un lfmite a, y la - 


secuencia (0,) un límite b. Los términos de la secuencia fc, ), son la suma- 
de estos términos,esto es, Sa = a, + Br - Se requiere demostrar que 


lim c _=a+0. 
noo 
Como 


lim a,=a, lim 6,=0, 
R= 00 uso 


entonces, tomando un número arbitrario «>0, encontramos los segmen- 


tos An y Bú que se aproximan á a y á b, respectivamente, con un error 


menor que $. 
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Sea R un número entero mayor que N y K. Es evidente que los segmen 


tos Ar y Br» contenidos, respectivamente, en los segmentos An y Bi se 


aproximan también á a y á b, respectivamente, con un error menor que . 
Como cada sumando Sp* contenido en Cr es de la forma an + do: donde aa 


y ba se encuentran en Ar y Br» entonces 
la—a,|<e, [b—b,|<e, 


por consiguiente, 


ja4+b—c,|=|a4+b—a, —b,|= 
=| (8 —4,) + (b—0,)| <|ja—a, | +|b—b, | <2. 


Así pues, el segmento Cr se aproxima á a+b con un error menor que 2s. 
Si quisiéramos que el segmento Cr se aproximará á a+b con un error -- 


menor que cierto número arbitrario 7>>0, entonces sería suficiente con 
que inicialmente tomaramos un número e >0, tal que 22<Zn esto - 
es, sería suficiente con tomar e<z. Por consiguiente, al tomar un núme- 


ro arbitrario 7 >0, encontramos un segmento Cr que se aproximaría a+b 
con un error menor que Y, lo que significa que | 


lim c ¿=a+.0. 
B-=>0 


Mili 
converge a cero. 


Observación. El teorema anterior puede enunciarse en la siguien 


Ejemplo 2. La secuencia 


e e ds 


ll 








te forma: Si las secuencias ([a,) y (b,) son convergentes 
entonces 
| lim (a, +-0,)== lin a, + lim b,,. 
ñ-+00 n-=00 »R=>0 
En relación con la diferencia de dos secuencias puede establecerse - 


una proposición semejante. Así que, 


lim (a, —)d,)= lim a, — lim 0,. 
n-—0 n->00 R->00 


La demostración es análoga, ya que 


A | 
=|(a —a,) —(0—0,) | <|a—a, | +106—b,] <2s. 


20, Lfmite del producto de dos secuencias. El produc- 
to de dos secuencias convergentes es una secuencia - 
convergente y su límite es igual al producto de los -- 
lfmites de las secuencias dadas. 


Ejemplo 1. Sea que fa, es la secuencia Ga) 0.) 
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la secuencia E) y, lc, ) la secuencia (fe,-b,h Entonces, 
E =4b =( E m1 m1 3n—1 3 4n4 1 
ea a) ón 1 a a 1 Am * 
3 
Como lim a,=1, lim b=3, entonces 
n>00 »-—>00 


, 3 3 
lime =1.=-=-=, 
am" 5 5 


Demostración. Supongamos que la secuencia (a, ) tiene un lími- 
te a y sea b el límite de la secuencia (%,].Los términos de la secuencia 


[c,), son el producto de estos términos y tienen la forma Cc, = a, D,. 


Se requiere demostrar que 
lim e, = ab. 
n-— 00 


Como  lima,=4a y limb,=b, entonces, tomando un número - 
m0 


n-—>00 
arbitrario positivo ¿<1l ( ver la observación de la Pág. 16 ) encontramos 
los segmentos An Í Bk que se aproximan á a y á b, respectivamente, -- 


con un error menor que t. Sea R un número entero, mayor que N y que 
K, simultáneamente; los segmentos Ar y Br están contenidos en An y - 
B,, respectivamente, y se aproximan también á a $ á b, con un error me- 


K 
nor que €. Investiguemos con que error se aproxima á ab el segmento 


Cp: Cada uno de los términos Cp? del segmento Cp» es igual 4 ana don- 
de a, Y ba pertenecen á Ar yá Br» respectivamente. Como 
|a—a,|<e, |b—b,] <e, 
entonces, haciendo a, —a=a,, b,—b=f,, obtenemos: 
[a,b, —2b|=|(24-9,) (0+P,) —0b|=]2,b+B,a-+a,B, |< 


<la,01+/B,21+]2,8,|=/|2,—2|-10]+|0,—0]-a] E 
+la,—a|-)0,—0|<e(lal+]01+e<e(]al+106]+1). 


Así pues, 
| ab, —0b|<e(lal +|0]+ 1). 
Si fuera necesario que el segmento Cr se aproximara al producto ab 


con un error menor que cierto número arbitrario y >>0, bastaría con es 
coger, inicialmente, «€ >0 tal que 


(la +10] +1<n, 


O» 


1 
E TEJATET" 
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Por consiguiente, tomando un número arbitrario 7 >0. puede encon- 
trarse cierto segmento Cr todos cuyos términos se aproximan á ab con - 


un error menor que y, con lo que significa que 


lim c,=ab. 
n-00 . 


Observación. El teorema anterior puede enunciarse en la si---- 


guiente forma: Si (a,) y (6) son dos secuencias conver- 
gentes, entorces 

lim (a,b,)= lim a,- lim ba. 

n-00 n—00 n-—00 


Ejemplo 2. La secuencia 


a ll ll si 


es convergente y tiene un límite igual a 6, 





21. Lfmite del producto de una secuencia por un núme- 
ro. Si la secuencia (a«,) es convergente y su límite es 
as f m es un número arbitrario, entonces la secuencia 
(ma,) es convergente y su límite es igual á ma, es de- 
cir, 


lim (ma,)=m- lim a,. 
n—00 n- 00 


Obtenemos la demostración de esta proposición apoyándonos en el -- 
teorema anterior,hacienuo 3% = m (a=1, 2, 3, ...). 


Ejemplo. Si la secuencia (a,) es convergente y su límite es g, ten- 
dremos que la secuencia [ —a, ) tiene un límite igual d -8. 
22. Límite del cociente de dos secuencias. El cociente 
de dos secuencias convergentes tiene un límite igual - 
al cociente de sus límites, bajo la condición que todos 
los términos y el límite mismo úe la secuencia deno- 
minador, sean diferentes de cepo. 


Sea por ejemplo, a =1+42, pe El 





n+1" 
Entonces 
. —%_ ón*+6n+1 
2 ba inn 
como 
a= lima. =1, b= 1i al 
no ” á A a É e 
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luego 


lim e SE ALA 
2 o 5 3” 


Demostración. Procediendo al igual que en la demostración del - 
teorema sobre el lírnite de un producto, obtenemos los segmentos Ar y - 


Br que se aproximará á a yb respectivamente, con un error menor que 


1 
Aceptemos además, que e<y3)10] [ ver la observación de la Pág. - 
16 ). Investiguemos ahora con qué error se aproxima el segmento Cr al- 


cociente a/b. Dando a las literales «a, y Pf, el mismo significado que 
en la demostración del teorema sobre el producto, obtenemos: 


Gn ban — GBn jo ¡a +12]: Bn] 
a ds DDT 





=+|= 


Como e< - lol, entonces 


19+$8,1>]01—[8,1>/0]—e>]6/—F101, 





ya que 
: 1 
+8. 1=>3101. 
En virtud de la desigualdad anterior, podemos escribir: 
4 4 lol+/al 
pe Pr ÁX €. 
Bn b | 5 pop? 


Si desearamos que el segmento Cr se aproximara a a/b con un error 


menor que cierto número arbitrario y >0, será suficiente con tomar, - 
inicialmente, e>0 de manera que 


1 
1) e<z lok 
2) lMeblel y, 
2 
z 1?! 
En otras palabras, es suficiente con tomar un número positivo me-- 
nor que los números: 
1 
1 7105] 
2 ¡a1-FT5] 
Así pues, tomando un número arbitrario y >0, podemos encontrar- 
un segmento Cr cuyos términos se aproximan todos al cociente a/b, con 


un error menor que y, Por lo que 


a 
lim c.=>3. 
n-—00 si b 


Observación. El teorema anterior puede escribirse en la siguien 
te forma: 
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lim a, 
Un — n—o00 
lim 52 lim 0, 
n-— +00) 


[ satisfechas las condiciones indicadas antes) 





PROBLEMAS 
3n* 4-18 
1, Demostrar que la secuencia fa a tiene un límite igual a cero, 


n 
2. Demostrar que la secuencia . (4) tiene un límite igual a E 
3. Demostrar que la secuencia daa: (+5 +73) 


tiene un líinite igual a 6/7. 
4. Demostrar que si las secuencias ja,] y (b,)] tienen los mismos 1f - 


mites, entonces la secuencia |%m-—?.| tiene un límite igual a cero, 


CRITERIOS DE CONVERGENCIA '' + 


23, Convergencia de secuencias monótonas y acotadas. 


Presentamos el problema de cómo determinar la convergencia de ura 
secuencia dada. Previamente formularemos la siguiente proposición: 


Teorema: Toda secuencia monótona y acotada es - 
convergente, 


. 'Omitiremos la demostración de este teorema a causa de su comple- 
jidad. Observemos, sin embargo, que tal teorema es, intuitivamente, evi- 
dente. Por ejemplo, la secuencia de las áreas de los polígonos regulares 
de 2" lados inscritos en un cfrculo es creciente y acotada ( ya que todas - 
ellas están, como en el caso del cuadrado, dentro del círculo); lo que fué 
intuitivamente claro ya a Arquímedes. Esta secuencia tiene como limite - 
el área del círculo. 


Sin embargo, no toda RO convergente es monótona, Por ejem- 
plo la secuencia 1 pEE Ca ) , como fácilmente se advierte, tiene un 1f- 
mite igual á 1, pero no es'monotona. 


24, Condición de Cauchy. Diremos que una secuencia (a, ) 


satisface la condición de Cauchy. si existe la ley de que a 
todo número positivo e corresponde un segmento de la secuencia, tal - 
que dos términos Cualesquiera del segmento difieran entre sí una canti-- 
dad menor que t. 


Teorema. Toda secuencia convergente satisface la 
condición de Cauchy [ Ó en otras palabras, la condi-- 
ción de Cauchy es necesaria para la convergencia). 
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Ejemplo. La secuencia > que como se sabe -- 
( Pág. 15) es convergente al lírnite 1, satisface la condición de Cauchy. - 
En efecto tenemos: 


atlas SM. A o ol 
(2 1= 1571 eS mm a: 


Así pues, si m>N, n>N, entonces 
2 
[a, —4. |<» 
así que para N>2, m>N, n >N obtenemos: la, —4, 1 <e. 


Demostración. Sea lim a,=a. Si 1 es un número positivo ar- 


rn 00 


bitrario, existirá un segmento An que se aproxima á a con un erpror- 


menor sde Sean 4, y a, dos términos del segmento An" 
Entonces 


.» 


[a —al<m la, —a[<q, 


Como 


Gn —07|=] 4, —24a—a,| <| a, —a|+|a—a, ; 


Y: 


luego 
[4 —2,|<21. 
Si ahora € es un número positivo arbitrario, haciendo =>, ob- 


servamos que dos términos a, y a 


2 cualesquiera del segmento An -- 


difieren entre sí una cantidad menor que 2n=+. Por consiguiente nuestra 
secuencia satisface la condición de Cauchy. 


Es posible también demostrar el teorema recíproco. 

Teorema. Toda secuencia que satisface la condi- 
ción de Cauchy es convergente ( esto es, la condición 
de Cauchy €es suficiente para la convergencia). 


Reuniendo ambos teoremas obtenemos la siguiente proposición: 
Teorema. Para que una secuencia sea convergen- 
te es necesario y suficiente que satisfaga la condición 


de Cauchy. 
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25. Acotación de las secuencias convergentes. Sila 


secuencia (2,) converge a un límite g, todos sus términos ¿a partir - 
de un cierto termino satisfarán la desigualdad Ja, —gl<1 ,0- 


lo que es lo mismo, a las desigualdades  —1<a, _—g<1 6 tambien 
a las desigualdades g£-—1<a,<g+1. . De estas desigualdades y del 


hecho de que los términos segregados son finitos en númera se con- 
cluye que la secuencia ja, ) es acotada, 


Así pues, demostramos el 


Teorema. Toda secuencia convergente estacota- 
da, 

Como se vió en el ejemplo de la secuencia ((—1)), -. es aco- 
tada pero divergente, por lo que el teorema recíproco no esyerdade- 
ro, 


26. Convergencia de una secuencia compre ndtos en- 
tre otras dos secuencias, Si tres secuencias dadas 
CET Lc,) satisfacen las condiciones: 
1) lim a, = lim bn = g; 
9 n-——00 n+0 .. É 
) % EC, 0, (paran=1, 2, 3, ...), 


entonces la secuencia (c,jes convergente y 
lim ec, =g. 
n—00 
Demostración. Fijemos un número positivo arbitrario e. 
Existen dos segmentos An y Bn que se aproximan á g con un error 
menor que €. Demostremos que el segmento Sa se aproxima á g -- 
con un error menor que e. Si tomamos á So como perteneciente - 


al segmento Cp: entonces por la condición dada, tenemos 


Cn < Ca <0n. 
de donde 
E — 0, <= E — Ca <8 — 4p; . 
pero los términos an y Os pertenecen a los segmentos An y Bn» - 


respectivamente, es decir: 


—€ < Eg E, Om 
E — Ca < e 
De donde obtenemos las desigualdades 
—e<g—C, <€, 
esto es 
| g— Ca | < e. 


Por consiguiente, cada uno de los términos del segmento Cn se apro- 


xima á g con un error menor que «e. . Como « ha sido elegido arbitra 
riamente, tendrenios 


TEORIA DE LAS SECUENCIAS 27 
































lim Ca = 8. 
- R=>0 
Ejemplo. Sea 
: 1 1 1 
Cc == ... 
a VaniTvaniT Tras 
Tenemos: ' 
1 
. <C, <n ; 
CT E 


pero como 


E VritErn<na+1, Vi3tFl>n, 
y como además 
n 





1 
<C,<n¿=l. 





n+l1 
Haciendo = +41 y:  b, =!, tenemos, comoes sabido, 
lim a,=1, lim b, =1. 
n 00 no 
de donde 
lim .=1, 
n 00 
PROBLEMAS. 


1. Demostrar que si la secuencia fta,] tiene un límite g, entonces la 

secuencia 'fa,*| tiene un límite £”. 

2. Demostrar que si la secuencia ja,| tiene un límite g, entonces la - 
secuencia (Sa, + 184, —1j tiene un límite 5g* + 18g — 1. Gene 


ralizar este resultado. 
3. Demostrar que la secuencia ¡4,!, definida en la siguiente forma: 
a,=0, a¿=l, a, == Eto (n > 2), 
es decir, la secuencia 
0,1,1/2, 3/4, 5/8, 11/16, 21/32, ...., 


posee la propiedad 





y que por consiguiente converge al límite 2/3 (demuéstrese por induce 
ción), 
4. Demostrar que la secuencia 


[he + ... 44-141 == 
A A A) 
1 1 1 
0 a = +... Ag, MIRA | 
ENE A A TA E 
|0.+o. ar +da-, ph +0 af 
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bajó las condiciones: 


converge al límite z 


0 
B%0, Bat ont, +58, 0 
para todo n. S 
5. Demostrar que si la secuencia ( >, ) (Bn > 0) es monótona en- 


tonces la secuencia E 
o) 
Bb+b1+ ... +bnf" 
también es monótona. 
6. Demostrar que la secuencia 
O 
¿ np 


tiene un límite igual a 3 
7. Sea 

a=Vx dan =VxFar (x > 0), 
así que 


a=Vxityx sos Viava y asf sucesivamente. 
Demostrar que la secuencia la,| es creciente y que 4 <x +1 - 
[ por inducción ) y por lo tanto, la secuencia [fa,| es convergente, 
8. Por medio del resultado del problema 7 y de la fórmula 
Ani =X2 + Un, 
demostrar que el límite g de la secuencia la,] satisface a la ecuación 
Ee=x+8 : 


1 
eE=3+ Y 7+x 

9. Demostrar que toda secuencia formada por ceros y unos, en número - 
infinito, es divergente. 

10. Demostrar que una secuencia cuyos términos son números enteros -- 
es convergente Cuando y solamente cuando, a partir de cierto término to- 
dos los términos subsecuentes tienen el mismo valor. 

11. Demostrar que el límite g de una secuencia  fa,!| cuyos términos sa-- 


de donde 


tisfacen las desigualdades A<a,<B, satisface estas mismas desi-- 
gualdades. 
CALCULO DE ALGUNOS LIMITES. EL NUMERO e. 
27. Cálculo de algunos Límites, Demostremos ahora dos teo- 
remas que utilizaremos en lo que sigue. 
Teorema. Si con fa,) representamos una secuencia 
cualquiera de números naturales que tiende a +0, en- 


tonces: 
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+oo si A>1I, 
1 li e — j 
best 1 1 A=1, 
0 si 0<A<!; 
2) lim Y A=1 si A>0. 


n= 0 


Demostración. 1) Efectivamente, si A>l, , con base en una desi- 
gualdad conocida ( ver Introducción, Pár, 3 )tendremos: 


A*">1+20,(4— 1). 


Representemos por M un número positivo arbitrario. Como la se--- 
cuencia ([a,) tiende +00, contendrá un término ay, a partir del cual 


todos los términos a, satisfarán la desigualdad A. > L=, , de don 
de  —1+%+a,(4—1)>M. . Para 4 >N tenemos, por consiguiente, 
4" >M, y como M es arbitrario, 
lim A4t=+00. 
R->00 
Si A =1, se tiene, para todo n, A*=—1, ,por consiguiente 
lim A*“=1; ¿ ysi A =0 tendremos 
n 00 a 
A*=0 (a=1, 2, . .), 
por lo que 
lim A*=0, 
»n-»0 
Finalmente, si O<A<I1, tendremos 3>1, ¿ por consiguiente - 





lim (4) "“=+4 00. . Como 4tn== y en base a un teorema visto an- 


n—>o00 A 


a)" 


lim A*=0, - 
n 00 


tes ( ver Pág. 11 ), obtenemos 


2) Admitamos, inicialmente, que Az=>1. . También Ya>1. 





Por lo tanto, haciendo Y A=1 +8, (2, > 0), , tendremos A= 
(14++e,)>1+a,2, ( ver Introducción, Pár, 3 ), luego 05 . Co- 
mo lim a,=-Poo, entonces tim 410 ( ver Pág. 11 ). Así pues 


sn0 3-0 a 





la secuencia  (e,) comprendida entre las secuencias (0) y E) 
ud 


converge a cero. De aquí, con apoyo en un teorema conocido (ver Pág. 26 ) 
se deduce que lim e, =0; POr consiguiente 


rn 00 


lim Y A= 1. 


n 00 
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: 1 a 
Si O<A<1, » entonces 7 >1, luego tim Y/ L=1. ¿Como 
a/fa3_ 1 
Vi= > 
A 
5 1 
tendremos, en este caso, lim Y A= 
n>0 lim 


A 
z n-—o00 
Nuestro teorema ha sido demostrado totalmente. 


==; 


Teorema. La Igualdad. 


a 
lim E = 0. 
ai 


es válida para todo x. 
Demostración. Sea x un número arbitrario. Tomemos un núme 


ro natural £, que satisfaga la desigualdad  |x|<%. Representando el - 


número Ea, por 0, obtenemos: 


|x| |x| 
24150 ¿13<b--» 


luego, para n >k 


l£ AEREA MILAM lla 
n! RO O RH+IL R+Y2" "00M 


1%] gn 1% 
5 Bl sl —— 01 E 


Como 0<0<1, , entonces 6” tiende a cero cuando n crece ilimitada 
mente ( ver el teorema anterior), por consiguiente 7 tiende a cero 


es decir 


lim “0. 
n>o01M 


28. El número e + 2.71828... En Matemática superior tiene gran 


importancia un número fundamental que se representa con el símbolo e 4 
Este número puede definirse como el límite de la secuencia (a,), cuyo - 


enésimo término se expresa por la fórmula 


a, = ( 1+ => 
así que 
dl ( 1 ++). 


Para que esta definición sea válida es necesario demostrar que la -- 
secuencia dada es convergente. Para ello será suficiente con demostrar- 
que dicha secuencia es monótona y acotada. 


Demostración. Empleando el binomio de Newton, obtenemos: 
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(1+3) =14++4. 120, A 


1 

1-2.3 pee. 
n(n—1)(n—2)...2.1 1 
0: 1-2-3...1 * gh: 





Considerando por ejemplo, el cuarto término de este desarrollo pode 
mos presentarlo en la forma 


0)(=3) 


n 
1-2-3 
Procediendo de esta manera con todos los térmi inos, a partir del tercero, 
obtenemos la fórmula 


1 
(+) =1+1+ A 


1-2-3...2 
La siguiente fórmula se obtiene de manera análoga 








1 
(+) == o 


3 
(a, 


1 











a+ qlo - an ¡) ; | 


““"npl1 
(n+1) ñ 


Observemos ahora que el numerador de cada una de las fracciones - 


que aparecen en estos desarrollos es menor que la unidad, toda vez que - 
es el producto de números menores que uno. Respecto a los denominado- 
res, Observamos lo siguiente 


Por lo tanto 


rn 1 1 1 
( ++) <Iti+itata to. 
Empleando la fórmula de la suma de una progresión geométrica, (ver 
Introducción, Par,4 





) obtenemos 
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2 <I++» 
E 2: 


(1+4)<a 


Hemos demostrado que la secuencia es acotada. 
Demostremos ahora que es monótona. Observemos, ante todo, que el 


(4 EL de 


así que 


desarrollo de I+- A) tiene n +1 términos y que el desarrollo de- 
1 n+1 
(+71) tiene n +2 términos, es decir, tiene un término más. 
Es fácil ver que " 
ol nd 00 3 3 
a Eb AS 
etc., en general » E 
k k 


Por tanto 





a A 


O 


etc. Vemos pues que los términos del primer desarrollo, a partir del ter 
cero, resultan menores que los correspondientes términos del segundo - 
desarrollo y que además este segundo desarrollo tiene un,término adicio 


nal. Por consiguiente, 15 ja 
+] <(4 q)” 


Así pues, la secuencia ( +5) es monótona y acotada, luego tie- 
ne un límite, 
Demostremos ahora el siguiente teorema. 


Teorema. Si en la secuencia  (fr,) todos los térmi- 
nos tienen un módulo mayor que la unidad y lim |r,| 
n=» 00 
=-+o09, entonces 
] 1 yn 
lim (1 2 
n>0o E) 


Demostración. Admitamos inicialmente que los términos de la 


secuencia (r,f son enteros positivos. Tomando une > 0, arbitrario, pode- - 
mos encontrar un número N tal que para todo 2 >N ( siendo n un núme- 
ro natural ) se satisfaga la desigualdad 


1] y 
[0++)'—.]<e. 
Coro, por hipótesis, los núme ros P, 2S0n números naturales que sa 
tisfacen la condición lim r,=-+)oo, Puede afirmarse que a partir de cien- 
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to término todos los P], £Xceden a N. Por cunsiguiente, para estos térmi 
nos la expresión (147) difiere de e en merios que e. Y como e esar- 
Pa j 


bitrario, tendremos 


o la 0 
Pasemos ahora al caso general. Representemos por «a, un número - 
natural grande que satisface la desigualdad 
a, <|r,1*. 


Observemos ahora que si r, es un número positivo mayor que 2 ( los nú- 
meros r, cuyos módulos no exceden a 2 existen solamente en un número 


finito, ya que lim |r,|=>+00), Y POr NA si 4, >1, entonces 
R=>0 


==>2 da | 





8, FT , 
de donde 


E 
por tanto 
on)" o 


Demostremos ahora que éstas desigualdades son válidas tam:bién para un 
P, Rhegativo, cuyo móuulo sea mayor que 2. En efecto, para r,<0 tene 











mos: 
1 a 1 rad CAN Vrat 
ur ES r) las) 
17,1 
como 
A ES 
A 
entorces 


(+ =(1+ 572)" (3) 


Observemos ahora que 


4, <|7,1<4a, +1, 


por tanto 


Ay —1 <|r,l—1<4,, 





* Es claro que lim a, =-+ 0. 
n>0 
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por consiguiente 
1 1 1 1 
— > — >= > —: 
de aquí A —1 AE E 
1 1 
¡(PAP A l 
al di is E 
Finalmente obtenemos: 
. 1] ay +1 1 |7nt 1 9, 
A ON 
( n= > rs 4 de Rseran : 
De aquí, según la fórmula [ 3 ) obtenemos la desigualdad [( 2 ) que tiene lu- 
gar para todo Pa cuyo módulo sean mayor que 2. Por cuanto los otros tér 
minos Pa pueden existir solamente en número finito, pueden ignorarse - 
al calcular el límite. 
Calculemos ahora los límites de las expresiones 
lo Ywt1 1 No 

(145) úl (+) ú 

Tenemos: 
z 1 e 1 a 1 1 2 
(+ 3) (14) (+) 

Observemos que en virtud de (1 ), toda vez que a, son números natura - 
les, que tienden a -+oo, para el primer factor obtenemos: 


1 71 
lim ( +1) =é, 


n-—— 00 


Por lo que toca al segundo factor, tendremos 


(1455) [o (+ h7)] 





Así pues, 





lim (1+5)"=e. (4) 


n—>+0 


Procediendo análogamente, obtenemos: 


el (> 








yes! 
; 1 ag t1 
n +00 2 lim ( + ) 
n-—00 a +l 
por consiguiente, 

1 %a 

lim € ) = 

n—=>00 a +1 E (3) 


En otras palabras, de (2), (4), (5) y del teorema de la Pág. 26 Concluí- 
mos que 


lim (+7) "=.. 


n-—=>—00 





CAPITULO II 


FUNCIONES DE UNA VARIABLE 


l. Ejemplos de funciones. Concepto de función. Al con- 
cepto de función puede llegarse estudiando las relaciones existentes en 
tre diversas cantidades. Puede acontecer que dos cantidades, en deter - 
minadas condiciones, se liguen entre sí de manera que a.cada valor. de- 
la primera cantidad corresponda exactamente un determinado valor de- 
la segunda. Si tal hecho tiene lugar, se dice que la segunda cantidad es 
una función de la primera. 


Ejemplos. 
l, El precio del azúcar, en un lagas dado y en un tiempo determinado se 
define especificando su cantidad, es decir, su peso. Por tanto el precio- 
del azúcar es una función de su peso. 2 


2. El precio de un boleto de tercera clase en ferrocarril es una función : 
de la longitud de la trayectoria recorrida, así que' los boletos expedidos ' 
para distancias iguales tienen el mismo precio. 


3. Estudiando el rnovimiento de un cuerpo Cualquiera advertimos que la 
trayectoria recorrida, desde el momento en que empezamos a observar 
el movimiento, es una función del tiempo transcurrido a partir de ese - 
momento: la trayectoria recorrida por un tren desde el momento en que. 
se inicia el movimiento es una función del tiempo transcurrido desde --. 
ese momento. 


4. La experiencia demuestra que una y la misma masa de gas, a temove- 
ratura constante, tiene a igualdad de vólumenes la misma elasticidad ;.. 
por consiguiente, la elasticidad. de una masa de gas dada, a temperatura 
constante, es función de su volumen. 


5. Como en todo momento del día la temperatura del aire, en una locali 
dad dada, tiene un valor determinado, podemos decir que esta tempera- 
tura es función del tiempo. : 


6. La experiencia demuestra que una varilla metálica dada ieña: para - 
cada temperatura, una longitud determinada; por consiguiente, la longi-. 
tud de la varilla considerada es una función de su temperatura, 


7. Dos círculos de igual radio tiene áreas iguales, por EOI: el: 
área de un círculo es una función de su radio. , 


2. Notaciones. Si una cantidad Y es función de una cantidad X,'en- 
tonces la cantidad X se llama variable independiente, y la cañ- 
tidad Y, variable dependiente. Una dependencia funcional se re 
presenta por el símbolo. 

Y = F(X) 


Se escribe también B =F(A) si B representa un valor particular 
de la cantidad Y, la que en la dependencia funcional antes indicada, co- 
rresponde a cierto valor particular A, de la cantidad X. l En lugar de -. 
la letra F frecuentemente se usan las letras f, y, y, etc.) 
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3. Definición rigurosa del concepto de función. El con- 


cepto de función puede definirse de otra manera, haciendo abstracción- 
del concepto de cantidad, a saber: si se da una ley por medio de la cual 
a cada número de un conjunto definido de números Z se pone en corres 
pondencia exactamente un número real, entonces se dice que en el con- 
junto Z se define una función *. Igual que antes, esta correspondencia - 
se representa mediante el símbolo. 


y = f(x) 


donde x representa un número cualquiera del conjunto Z 6 y representa 
al número que corresponde á x. Si x, es un número definido del con- 


junto Z, el símbolo f(x.) representará al número correspondiente á xo: 


Por lo general, el conjunto Z es cierto intervalo (a, b). 


4. Diferentes métodos para establecer una función.De- 


tengámonos ahora en aquellos métodos mediante los cuales puede esta- 
blecerse una función. Según la definición anterior es necesario que a ca 
da valor de x, de un conjunto Z dado, corresponda precisamente un núme 
ro definido y. Así ocurra, en particular, cuando esta correspondencia se 
establece mediante una fórmula, por ejemplo, 


yJ=2+243 para 0<x<l. 


Existen, sin embargo, funciones que también satisfacen la defini- - 
ción anterior y que podemos establecer sin ninguna fórmula. Si, por - 
ejemplo, a cada número racional del intervalo (0, 1) hacemos correspon 
der el número cero y a cada irracional, el número 1, entonces habremos 
definido completamente una función, en el intervalo indicado, aún cuando 
no hemos recurrido a ninguna fórmula, 


-_ El conjunto Z se llama dominio de variación de la variable - 
x 6 dominio de definición de la función. 


En lo que sigue, con frecuencia estableceremos una función median- 
te una fórmula sin indicar su dominio de definición. En tales casos por - 
dominio de definición tomaremos el conjunto de todos los números x pa - 
ra los cuales la fórmula tenga sentido. Por ejemplo, para f(x) = 1/x el 
conjunto Z contiene todo x>0, 


5. Métodos de representación de las funciones. Tablas. 
En la práctica se requiere una representación tal de la función que per- 
mita encontrar con facilidad el valor de y que corresponde a un x dado. 
Para ello se emplean : 1) tablas y 2) gráficas. 


Obtenemos la tabla de valores de una función escribiendo en orden - 
con los valores de la variable x, los valores correspondientes de la va - 
riable y. Es evidente que una tabla siempre contiene un número finito de 
valores de x y los correspondientes valores de y. Es común que los valo. 
res de la variable x formen una progresión aprítmética. 

Por ejemplo, la tabla de la función 


y= * 42:43 


A O A E E 4 

% Hablando con más precisión: funciones de una variable; a diferencia - 
de las funciones de varias variables sobre las que hablaremos más ade- 
lante, 
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será 


«| o Jor Joz |o3 0,4 los |os loz Jos [os la 
y | 3 | 321 | 3,44 | 3.69 | 396 | 425 | 456 | 489 | 524 | 561 KE 


Otro ejemplo puede ser la tabla de anotaciones de la presión barométri 
ca en un día determinado, a intervalos iguales de tiempo, cada hora por 
ejemplo. 


La tabla nos describe la función usualmente sólo en ul; cierto sub- 
conjunto del conjunto Z, y contiene un número finito de valores. 


Por ejemplo, la función y=x*'+4+2x+3 está definida en todo el - 
intervalo (0, 1) pero en la tabla sólo se muestran 11 de sus valores, La 
presión barom:étrica tiene un valor definido en cada riomento, pero en 
la tabla solo se indican los valores de la presión cada hora, etc. 


En la práctica se encuentran funciones que tienen la propiedad de - 
que a pequeñas variaciones de la variable x correspondan, aproximada 
mente, valores proporcionales de la variable y. Por tanto, si los inter- 
valos entre los valores de x, en la tabla, son suficientemente pequeños, 
entonces de la tabla 'se ve el caracter general de variación de la función 
también para valores intermedios y puede aún calcularse con mayor -- 
exactitud los valores de la función para valores intermedios de x (in - 
terpolación)., 


Las tablas de las funciones se obtienen, ya calculando los valores- 
de la variable mediante una fórmula (tablas matemáticas) o bien obte-- 
niendo los valores de la variable y por medio de mediciones físicas, quí 
micas, etc. ( tablas empíricas). 


A la primera categoría pertenecen las tablas logarítmicas, trigono- 
métricas, y otras semejantes; a la segunda, las tablas de elasticidad - 
del vapor del agua comprimido, a diferentes temperaturas, las tablas - 
que dan la temperatura de ebullición del agua en función de la presión, 
etc, 


Finalmente procede advertir que las tablas, ya sean matemáticas 
o empíricas, dan los valores de la función solamente con determinada - 
aproximación dependiente de la finalidad de la tabla; y en las tablas em- 
piíricas, dependiente además, de la exactitud que se pueda alcanzar en - 
las mediciones. 


6. Gráficas. El segundo método de representación de las funciones 
es el de las gráficas. Sea OXY un sistema arbitrario de coordenadas. - 
Por gráfica de la función y » f(x) se entiende el conjunto de todos los - 
puntos de coordenadas X, f(x). Así pues, por ejemplo, la gráfica de la 
función lineal y = 2x +3 será una línea recta; la gráfica de la función 


y =x* 


una parábola, etc. 
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Las gráficas se trazan por medio de apa ra- - y 
tos especiales (regla, compás, elipsógrafo, etc.) 
o hien, con más frecuencia, en la siguiente forma. 


yaz?-r./ 


Teniendo tabulados los valores de la función, 
se trazan los puntos correspondientes en el sis- 
tema OX Y. Por este método se obtiene solamen- 
te un número finito de puntos de la gráfica. Si el 
caracter de la función no es muy complejo (ver - 
los ejemplos anteriores) y los puntos trazados — 
se distribuyen con suficiente proximidad, enton- 
ces, aún con esta gráfica incompleta, podémos - 
percibir la forma de variación de la función y - 
uniendo a mano los puntos trazados obtenemos - 
una curva. que será la gráfica de la función. 





La gráfica tampoco es una representación - Fig. 2 
obsolutamente exacta de la función.. Las causas de ésto, en lo fundamen- 
tal, son las mismas que se indicaron en la descripción de las tablas. A- 
greguemos a éstas la inexactitud de los instrumentos de dibujo, por efec 
to de la cual, cualquier curva tnazada tiene un cierto grosor. 


Observación. Frecuentemente al trazar una gráfica, por razo- 
nes prácticas, se eligen diferentes escalas en los ejes OX y OY. ' 


Ejemplo. Sea Fxji=x*—x+1, Al construir la gráfica para 
—16<x<1!16 (Fig. 2) calculamos la tabla, por ejemplo, con. inter- 
valos de 0,2. Obtenemos la siguiente tabla con exactitud hasta de un dé- 
cimo [mayor exactitud de estos valores sería inútil) en nuestra gráfica: 


x| —16 --14 —12] —19] —08| —04|-04| 02] 0 | 02 94) o.5|0,8|1,0[1,2 14116 
y | 15] —03 051. 10] Lal 14 13| 12] 1/08] 0,7|0,6)o,7|1,0|1,5|2,3 3,5 


Problemas 


Construir las tablas y gráficas de las siguientes funciones: 


l. y =2x +3. ; 
2, y= l—>x, 0<x<)!. 

1 a : 
.y=>z si x%0y=1 si x=0, 
4 y=xXY-1 l<x=<% y=x-—1, 0 
2. —i1i<x<l. E St 
6 y=Vx 0<x<I00, 
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7. Funciones acotadas. Funciones monótonas., La función 


y = fix) definida en el conjunto Z, se dice que es acotada si existe 
un número M>0, tal que 


[1 <M 


para todo x del conjunto Z. 


La función y = f (x), definida en el intervalo (a, b), se llama: 


creciente, si la desigualdad x,<x, da lugar a que — f(x) <f(x,), 
decreciente " " "o 6" 1 <xX 1. on uu.  ...  Fe)>Ax) 
no-decreciente " " "  " Ao " o. f(x)=</f(x,), 
no -creciente .o . 4 on AX $" "+ o . . x)>fx), 

para cualquier pareja de valores X1> Xo (x, <x,) del intervalo (a, b), 


Cada una de estas funciones se dice que es monótona. Las funcio 
nes crecientes y las funciones decrecientes se dice que son estricta- 
mente monótonas. 


En la práctica se encuentran funciones que son monótonas en todo - 
el intervalo de su definición, o bien, este intervalo puede subdividirse - 
en un número finito de partes en las que la función es monótona. 


Sin embargo, existen funciones que no son monótonas en ningun in- 
tervalo. 


EJEMPLOS. 


l. La función y = x es creciente en todo intervalo. 


2. La función y = cos x es decreciente en el intervalo (o, +). 
3. La función y = Elx) es no-decreciente en todo intervalo. 
4. La función y = E(1/x) es no-creciente en el intervalo (0, 1). 


5. La función 


<< «u «a < 


= x” es decreciente en el intervalo ( -1,0) y crecien 
te en el intervalo (0,1 ), 


CAPITULO I1IIl 


LIMITE DE UNA FUNCION 


DEFINICION Y PROPIEDADES DE LOS LIMITES 


l. Definición del límite de una función. Sea la función y = 
= f(x) definida de la vencidad * de cierto punto x¿» con exclusión, posi 


blemente del propio punto xo! no hacemos, pues, ninguna suposición so 
bre que la función esté definida o no en el punto xo: 

Se dice que g es el límite de una función, cuando x tiende á Xo* si 
para toda secuencia (x,), convergente á Xx» “on términos diferentes de 
xo: la secuencia correspondiente  (f(x,)) de los valores de la función- 
converge á g; esto significa que si ¿lim £, =*, (x, 7 Xo), entonces 

limf (x,) = 8. 
nR=+0 


Para expresar que g es el límite de una función, cuando x tiende á 
xo escribimos: 





lim Fx)= 
XaxXo 
EJEMPLOS. 
l, Sea y=x Cos 1/x en el intervalo (-1, +1), con exclusión del punto O, 
en el que la función no es definida. Tenemos aquí que la (x) =0. 
Efectivamente, si 4x7) (47 750) es una secuencia que tiende a cero, 
tendremos ; 
f(x.) 1 =1<, 1 cos | <| xp 1-1. 
Como lim x, =0, entonces lim f(x,)==0. 
n=>00 1 Xg>0 

2. Sea y=c0s-—  enelmismo conjunto del ejemplo anterior. En este 


x 
caso el límite no existe en el punto cero. En efecto haciendo  x, == 
obtenemos una secuencia que converge a cero, y la correspondiente se. 
cuencia — (f(x,)) coincide con la secuencia divergente -1, +l, -1, +l, ... 


2. Operaciones entre límites. De la definición de límite de -- 
una función y de los correspondientes teoremas de la teoría de los lími 
tes de la secuencias se deducen inmediatamente los siguientes teoremas: 


Sea 
lim f,(x)=g, u lim f(x) =8,. 
*xT3X0 Xx>Xo , 


entonces 


1) lim A (0) +4, (0)]= 8, + 8»; 


A E AS 
* Se llama vecindad del punto Xo a todo intervalo que contiene el punto 


Xo en su interior. 


40 
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2) lim KM, (0) A, ()]=2,8,; 


3) si m es un número real, tendremos 


lim [mf, (x)]=mg,; 





4) si adicionalmente suponemos que 2,04 f(x) 40, 
obtenemos 

lim f£0_8 

sx f(x) 81 


1 
Ejemplo. Sea 4f(*)=xc0s=Z, f,(x)=14x en el intervalo (-1,+1) 
con exclusión del punto x = 0, Como ya sabemos, lim f,(*)=0. Si  (x,) 
(x, +0) la secuencia converge a cero, luego la secuencia 


(A y) =0 + x,,) 


converge al límite 1+0= 1, Por consiguiente 


lim (+ 0os F 414) =1, 





x>0 1 
lim [( cos >) (0 ++)] =0, 
x 0 1 
x Cos — 
li =0, 
Eos I+x 


lo que también se comprueba de inmediato. 
Demostremos, por ejemplo, el primer teorema. Tomemos una se- 
cuencia arbitraria (x,)(x, 4 x,), convergente a Xo* Puesto que 
lim f,(x)=8,, lim A, (x) = 8, 
X>Xo 


*>Xo 
entonces, en virtud de la definición de límite, obtenemos: 


lim f,(x,)=2,, lim É, (x,) =8,- 


De donde, con base en los correspondientes teoremas de la teoría - 
de los límites de las secuencias, tenemos: 


lim, (2) 4, (%0)]= 8, +84: 


Como la secuencia (x,) es arbitraria y satisface únicamente las - 
condiciones indicadas antes, se tendrá 


im [A (0) 444 (0)]=8, +8, 


3. Condición de existencia del límite. Para las aplicacio-- 
nes es importante la siguiente proposición: 

Teorema. Para que un número g sea el límite de - 
una función y = f(x), cuando x tiende á x,, es necesa 
rio y suficiente que a cada número £>0 córresponda- 
una vecindad del punto Xx,» tal que los valores de la- 
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función para todos los puntos de dicha vecindad (con 
exclusión, posiblemente, del propio punto x,) se apro 
ximen á g con un error menor que e. 
En otras palabras, para que 

lim f(x)=g, 

X=>X0 
es necesario y suficiente que para valores de LEX 
que difieran de x en una cantidad lo bastante pequeña, 
correspondan valóres de la función f(x) que difieran 
de g también en una cantidad suficientemente peque- 
ña. 

Este teorema puede ilustrarse de la siguiente manera. Elijamos un 
número arbitrario e >0 y sobre el eje OY 
(Fig. 3 ) marquemos un segmento con ex- 
tremos g£g—8, g+8€. Por los extremos de 
este segmento tracemos rectas paralelas - 
al eje OX. De esta manera obtenemos una - a lo cd a de 
faja de ancho 2s. Investiguemos ahora si exis 
te un segmento de longitud 23, alojado en el - 
eje OX y que contenga en su interior al pro 
pio punto Xo> tal que la porción de la curva 


que está sobre ese segmento ( con exclusión 
quizá del punto ( Xo> f (x,) ) se encuentre — 





completamente en la faja antes mencionada. 

Así pues, nuestro teorema afirma que: 
1) si g es el límite, entonces para todo e>0 puede encontrarse tal seg- 
mento; : 


Fig. 3 


2) si para todo e >0 puede encontrarse tal segmento, entonces g es el 
límite. — 

En el caso mostrado en la Fig. 4, el número g no es el límite, ya - 
que tomando la faja mostrada en la figura, no encontramos el corres-- 
pondiente segmento 22. No obstante se tienen fajas para las que existe - 
el segmento 23 correspondiente. 

Antes de pasar a la demostración de es- 
te teorema indiquemos su aplicación en algu- 
nos ejemplos. 

l. lim (Bx* —7x +6) =4. 
x>1 


Demostración. Ponemos el número- 
e”>0 en correspondencia con el intervalo -- 
(1 —x1+m), donde y es igual al menor de 
los dos números 1, ¿se Sixesun punto ar 
bitrario de este inteévalo, entonces 
x= ]l¿h, 
Fig. 4 donde |¡A|<wy. Por consiguiente, 





16 — 7x4 6) —4]=|[5(1 4 A? —7(1+h) +6] —4|= 
=|34 4-54 | =|4|.[83 4-5h|; 
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por cuanto 
entonces 
|((5x* —7x 4-6) —4]|<|h|-8. 
Puesto que, además 
1 
|4|<1<gzs 
entonces 


|(5x* —7x 4-6) —4|<e. 


Vemos que los valores de la función en el interior del intervalo - - 
(1l—7, 1+n difieren de 4 en menos que e, por consiguiente 4 es el- 
límite de la función 5x*—7x+6 cuando x tiende á 1, 


342 
2. tim LR 
A 6 3 


Demostración. Ponemos al número e”>0 en correspondencia - 
con el intervalo(2—1,2-+ 17), donde y es el menor de los dos números 1 y - 
5e. Si ahora x342 está contenido en el intervalo (2—x1, 2+1), entonces 
x=2-+h, donde 0<14] <a. En relación con ésto 





1040-52 Q+hr— Ana e 


a 5 
at 
puesto que 
¡a]<1, 
entonces 


25 4-5 > 25 —5|h|>25 —5.1=20, 
por consiguiente 
a+a—5 |< a < U; 
por cuanto — |A|<5e, tendremos 
[12 4+m— 5| <=. 


Así pues, 1/5 es el límite de la función dada, cuando x tiende á 2, 
3. lim x*=4, 
x 2 
Demostración. Tomemos el intervalo(2—n, 2+ rn), donde y es un- 
número positivo arbitrario. Si x es un punto del intervalo (2—y, 2-4 r), 
entonces |x—2|=<x. En un punto x nuestra función tiene un valor x?. 
Pero 
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de donde 
]x* —4]=|x —2]-]x +2], 


por consiguiente, 


lP—4|<nmMlxl+12)<3 (24132), 
es decir 
[x*—4|<n (44). 


La última desigualdad, es válida para todo 1 >0. Para los valores - 
positivos de y, no superiores a 1, obtenemos la desigualdad 


|x* —4|<5n. 


Esta desigualdad demuestra que todo número positivo « puede poner 
se en correspondencia con el intervalo (2—r, 2+1), y que sí x es un pun 
to arbitrario de este intervalo, entonces tiene lugar la desigualdad 


| —4|<e. 


Para ello es suficiente con elegir Y menor que los números 7 e 1, 
Pasemos ahora a la demostración de nuestro teorema. Demostremos 
primero que la condición dada es necesaria. Hagamos la demostración - 
por reducción al absurdo. Admitimos, por consiguiente, que g es el lími_ 
te pero que la función no satisface la condición dada, así que no para todo 
e>0 se tiene la correspondiente vecindad. Elijamos entonces e >0, para 
el cual no existe tal vecindad. Entonces, no importa cual sea el segmen- 
to 23, que contiene en su interior al punto X¿» en él siempre se encontra 


rá cierto puntof +x,,en el que el valor de la función será diferente de £g - 
en no menos que e esto es, 


IFE) —e£gl=.e. 

Elijamos ahora una secuencia arbitraria de segmentos 28, 2,,..., 
que contengan en su interior al propio punto x,, tales, sin embargo que- 
sus longitudes tiendan a cero. Representemos por €, un punto arbitra-- 
rio del segmento 23,, diferente de xo y que satisfaga la desigualdad 

14 (En) — 8] >e. (1) 

En virtud de lo dicho antes, existe tal punto en cada uno de los seg- 

mentos 24,. Comoj£, —x,|ho excede la longitud del segmento 23,, entonces 
ul En — Xp] =0 
y por consiguiente, 


lim €, = Ai 
n—c00 


Debido a la misma desigualdad 
IF En) —£|=>e, 
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la secuencia (/(2,)) no tiende al límite g; lo que contradice la suposi- - 
ción de que la función tiene un límite g en el punto x Si 


Lo cual demuestra que la condición es necesaria. 

Demostremos ahora su suficiencia. Sea que la función f (x) sa- 
tisface la condición mencionada en el teorema. Sea, además (x,) una se- 
cuencia arbitraria que converge á Xo» siendo x,=4x, Demostremos que - 


Hmm f (x.) =E. Elijamos, para el efecto, un número arbitrario e >0, 
Según lo supuesto, existe tal vecindad del punto Xo para la que en todo - 


puntof£ + x, de esta vecindad se cumple la desigualdad 
IF(E6)—2g]<e. (2) 


Como ,M *.=%. entonces, a partir de cierto término de la secuencia 
( que representamos por x,. ) todos los términos restantes estarán en - 
la vecindad elegida. Así pues, para cada término Xp subsecuente de Xw 


se satisface la desigualdad (2), esto es, 
[F(x,.)—8g]|<e. 
Por cuanto € ha sido elegida arbitrariamente, tendremos 
lim f(x,)=8, 
n-—><00 
por consiguiente, 


lim f()=g. 
X=>X0 


LIMITES UNILATERALES Y LIMITES IMPROPIOS. 


4. Límite lateral. Se dice que g es el límite izquierdo de una fun -- 
ción, cuando x-—x,, sia toda secuencia (x )convergente á x “on térmi- 


nos menores que x., la secuencia correspondiente  (f(x,)) de los — 
valores de la función tiende á Eg, es decir, que si 


lim Xa =Xo (e, < Xp). 
n-»00 
entonces 
lim F(x,)=g. 
n-—>00 


Esto se escribe así : 


lim f(x)=g. 
X>x¿-0 
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Análogamente se define el límite derecho y se escribe: 
lim Fx) =g. 


Xx +0 


Ejemplo 1. Sea F)= 2 para x>0. En el punto x = o la función no- 
está definida. Es evidente que f(x) = +1 para x>0 y f(x) = -1 para x<0 

( Fig. 5 ). Si [x,) es una secuencia de términos positivos, convergente a 
cero, entonces f(x n) = +l para todo n, y por consiguiente, 


pim F(x,) = 4-1, 


lim = + 


Análogamente 
lim f(x =-— 1, 
x>—0 


La función tiene, pues, un límite derecho igual á +1, y un límite iz-- 
quierdo -1, mientras que límite Aim f(x) no existe, 


De la definición de límite tádllmenes se de- 
duce que si la función tiene límite, entonces exis 
ten tanto el límite derecho como el izquierdo y - 
que ambos son iguales al límite de la función. -- 
Sin embargo, de la existencia del límite derecho, 
por ejemplo, no es posible hacer ninguna deduc -- 
ción respecto al límite de la función. Otro tanto - 
se puede decir del límite izquierdo. 


Ejemplo, 2. Sea — f(x)=xc0s Z para x<0 y Fig. 5. 

f(x) =c0s para x>0. De los ejemplos dados antes se deduce la exis 
tencia del límite izquierdo, lim f(x3=0 y la no existencia del límite- 
derecho. dc 

Aún existiendo simultáneamente los límites izquierdo y derecho no- 
es posible hacer ninguna conclusión sobre la existencia del límite (ver - 
el ejmplo 1). Sin embargo es fácil demostrar que si ambos límites late - 
rales existen y son iguales entre sí, entonces el límite de la función exis. 
te y es igual al valor común. 

Introduciendo las modificaciones correspondientes en los teoremas- 
de los límites, obtenemos los teoremas de los límites laterales, izquier 
do y derecho, 

Por ejemplo, si 





lim f()=g, lim f()=8, 
—0 x=>x—0 > 


X>*% 


entonces 


¿Mim MOTA 0=E, +84 
etc. 
Para que un número g sea el límite izquierdo de - 


la función y » f(x), cuando x tiende á X¿» es necesario 
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y suficiente que a todo númerog>0 pueda hacerse co- 
rresponder un intervalo tal , con el extremo dere- - 
cho en el punto x_, que el valor de la función en ca- 
da punto de este intervalo, diferente de x_, se apro- 
xime á g con un error menor que e. e 

Una proposición semejante tiene lugar para los límites derechos. 


5. Efmites impropios. Se dice que una función tiende á + oocuan 


do * —x,, si para toda secuencia (x,), que converge 4 x_, y cuyos térmi- 
nos son diferentes de x_, la secuencia correspondiente lf(x,)) de 
los valores de la función ti ónde á+o0.En otras palabras, si 


lim x,=x, (e, 4 X), 
n>0 


entonces 
lim f(x,)= +00. 
n>0 


En tal caso, usaremos el símbolo 
lim f(x) = +00. 


Xx > Xo 


Similarmente definimos el límite —oo, que escribiremos en la for- 
ma 


lim f(x) =—o0o, 
Xx > Xo 
Con apoyo en los teoremas correspondientes de la teoría de los l1f- 
mites pueden demostrarse los siguientes teoremas: 
Si 
lod nn A y 
mAb)=e, lim f,(x)= +00, 
entonces 
im (944 (0]= +00. 
> *Xo 
2. lim = li = 
¿im /,()=0, tim f,(1)= +00, 
entonces 


lim Lx) =0. 


Xx>X0 a (x) 


3. Jim £()=2>0, lim f,(x)=0, f, (x) >0 


en la vencidad del punto xo» entonces 


(A) 
Pol 2 + 00. 
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4. m>0, ¿im (0) +00, 
entonces 

q [mf (x)]= +00. 


5. Para que la función y = f(x) tienda á +0 cuando x - 
tiende á x,, es necesario y suficiente que a todo náú-- 
meroM“%M>0púueda ponerse en correspondencia una vecin- 
dad tal del punto x_, en cada punto de la cual (diferen 
te de Xx) el valor de la función sea mayor que M, 


Se definen en forma análoga los conceptos de límites infinitos iz- 
quierdo y derecho. 

Sea la función y = f(x) definida para todos los valores de x, mayo- 
res que cierto número 4. Se dice que la función tiende a un límite g, -- 
cuando x tiende á+-oo0,si para toda secuencia(x,)que tiende ¿4-00 la secuen 
cia correspondiente (f(x,)) de los valores de la función, converge á g. Es- 


to es, si 
j lim x,= 00, 
n >—0 


se concluye que 
lim f(x.) =8. 
n-—— 00 
Esto lo escribimos así: 
lim f(x)=8. 


x> +0 


Es fácil la interpretación de los siguientes símbolos: 


lim /(x)=g, 
E tias 
lim f(x) =— oo, 
Xx —--00 
lim f(x)=+>00, 
lim f(x)=—oo0. 


Similarmente con lo anterior, podemos formular el teorema: 

Para que un número g sea el límite de una función 
y = fíx), cuando x tiende á+ooes necesario y suficien- 
te que a todo número e >0 podamos poner en correspon 
dencia un número M>0, tal que para todo número mayor 
que M, los valores correspondientes de la función se 
aproximen á g con un error menor que e. 
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Observación. Si 


lim /f(x)= lim /(x)=g, 
x>+0 x=>—0 
entonces, brevemente escribimos: 


lim /(x) =8. 


LIMITE DIFERENTE DE CERO, 
CALCULO DE ALGUNOS LIMITES. 


6. Consecuencia de la existencia de un límite diferen- 
te de cero. 
Teorema. Si la función f(x) tiene un límite g posi- 
tivo, cuando x tiende 4 x _, 6 si  limf(x)=+40, entonces- 
Xx > Xo 


existe cierto númeroa>0, tal que en todo punto  xstx, 
de alguna vecindad del punto xo satisface las desigual 
dades /(x)>a>0. 

Efectivamente, para los valores de x, suficientemente próximos 
áx y tenernos, en el primer caso, la desigualdad 


1M)—g I<£, 
por tanto 
—£ </ (x) —£, 
por consiguiente, 
f> => O, 


En el segundo caso, eligiendo un número M>> 0, arbitrario, tendremos la- 
desigualdad 


Fx) >M=a >0, 
Un teorema semejante tiene lugar para. un g negativo, o para 
lim f(x) =—oo, 
EZ >x 


así como para los límites unilaterales. 


zo Cálculo de algunos límites. 
a 


lim a”=1 (a >0); 


> 
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d 117 
li E 
Mm (142) a 
c) 
lim sink=0, limcoskh=1, lim e 
h>0 A>0 A->0 h 
a) Supongamos inicialmente, que a>1. Sea que la secuencia (4,,) 
satisface las condiciones 
E h,=0, h, 20, (1) 


Hagamos 
nl 1 
2, =E (51) "» 


por consiguiente, a, es un número entero no-negativo, que satisface las - 
desigualdades 


4, <p ¡<%9 +1 (2) 


De la condición (1 ) y de las desigualdades ( 2 ) se desprende que 


lim a =-)o00. 
Ec ad (8) 
Por tanto, a partir de cierto n, el número «a, es positivo. En la siguieñ- 
te exposición considerarnios que todo 4, >0; esto puede hacerse ya que no 
consideramos solamente un número finito de términos. 
Si f,>0, entonces de acuerdo con ( 2 ) y con la suposición que a> 1 


tendremos 
1 


aña < am, 
y como es evidente que 


1 
13<1<a, 
an 


tienen lugar las desigualdades 
1 


< 4% < q, 


q 


ES (4) 
an 
Estas desigualdades son válidas también para h,<0, ya que entonces - 
(—4,)>0 y por consiguiente en virtud de (4), se tiene 





* 
Ver Pág. 6 
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es decir, 


| 


ña 
a, 


<= 


“A 


a 


y al tomar la inversa de estas cantidades obtenemos nuevamente las de- 
sigualdades (4). 
Como ya se ha visto: ( ver P8g. 29), 





lim am — 1 
no 
luego 
1 1 
lim e o ¡=1, 
no — pie 
an lim aw 


por consiguiente, de las desigualdades (4) y en base de un teorema cono 
cido (Pág. 26 ) obtenemos: 


lim ats=1, 
n+0o 


de donde 


lim a4=1. 
AR>0 . 


Así pues, hemos demostrado que si «> 1, entonces 


lim 41, 
AR>0 


Si ahora 0<a«zZ1, entonces 2> 1, Por tanto 


lim (4)= 1 
Ar0N 42 


Pero 





por consiguiente 


La proposición a) ha sido demostrada. 
b) Ya habíamos demostrado (Pág. 32) que si la secuencia (r,j satis - 
face las condiciones 


fa720, lim |r,|=+00, 


1 Wa 
entonces la secuencia 10 +) converge a un límite determinado que 
representamos por e. particular, para 


fn70 y lim r,=-+)00 
n->00 
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se tiene siempre: 


lim (i +7)"=>, 


»n>0 


así que, según la definición del límite de una función 
1 
lim (1 7) =e*), 
rTA240 + Y ) 

c) Dibujemos una circunferencia de radio 0OB=1 (Fig. 6) y trace- 
mos un diámetro cualquiera EB. Sea la recta BD tangente a la circunfe- 
rencia en el punto B, y BC » h un arco Cualquiera de la circunferencia. 
Representando por A la proyección del punto C sobre OB, y por Del --- 
punto de intersección de la recta OC con la tangente antes mencionada, - 
obtenemos, en virtud de las definiciones de las funciones trigonométri-- 
cas: 


AC=|sinh|, 
OA=|cosh|, D 
BD=|tgh|. 
a 0 4]? 
Si —=3<h<3, entonces como fácilmente se 
ve en la Fig. 6 
| [sin4|<|Al, (4) Fig. 6 


cos h 1l— 
[cos A|>1—|sink|. (6) 
Obtenemos la primera desigualdad al observar que el arco BC es - 
mayor que la cuerda BC, la que a su vez es mayor que AC. La segunda - 
desigualdad se obtiene del triángulo OCA al aplicar el teorema según el 
cual un lado de un triángulo es mayor que la diferencia de los otros dos 
lados. 
De la desigualdad (4) con facilidad obtenemos: 


lim sin A=0. 
h 0 
De la desigualdad (5) y observando que coskh<1, obtenemos: 
lim cosk=1, 
As»0 
De la Fig. 6 encontramos las siguientes desigualdades: 


área ¿20AC < área del sectoroBc < área A 0BD, 
esto es, 


1 1 1 
7 “osh|sinh] <z |A] <y|tghl, 





* Es fácil demostrar que jm ( 145) =*e 
IrI>4+0 F 


[ ver el teorema de la Pá8g 32). 
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de donde, tomando en cuenta que 


sink__|sink 
h Ar? 
si —7<h<>3, obtenemos: 
h 1 
cos nia 


por consiguiente, 


1 sinA 
> sh, 
y como 
lim cosh=1 un lim E 
AO % » 06084 á 
entonces 
sin A 
y lim —— == . 
A>0 h 
Problemas. 
Demostrar que: 
1. 
lim £*=1, 
x>0 Xx 
2. lima *>=1, a>o0,. 
x>0 


x—>0 x 
5. lim 108% _ jp _1—costx =0 
*>0  x x>»0x(l4+cosx) 
6. lim Y*= 11 tm MX. 1], 
x>»+0/|x] tl, x>—0]|x| 
7. lim sinx no existe. 
x>30 
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9. PE ua hd (dividir el numerador y el denominador entre - 


X-1) 


CAPITULO IV 


CONTINUIDAD DE LAS FUNCIONES 
DEFINICION Y PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES CONTINUAS 


1. Definición, Sea una función y = f (x) definida en la vecindad de un 
punto x,.  . Se dice que la función y = f (x) es continua en el punto 


x—=*p9 si lim f(x) =Ax,). 


En otras palabras: la función f (x), definida en la vecindad de un pun- 
to Los , es continua en ese punto, si 


lim f(4, 4) =7 (o). 


Similarmente a como se definieron los límites izquierdo y derecho pue- 
de definirse la continuidad derecha óÓ la izquierda, a saber: una función 
f (x), definida en un punto Xy ,y también en un intervalo con el extremo 


derecho en el punto x,, , es continua a la izquierda en el punto Xp , si 


lim ' f(x) =f(%,), O qui Py Eh) <= (o). 


x>x —0 
De la misma manera se define la continuidad a la derecha. 


Observación. Al abordar el concepto de límite fué indiferente si la 
función era o nó definida en el punto x=x, . Para la continuidad de la 


función en un punto *X, es necesario que €sté definida en ese punto. 


Como fácilmente se observa, si la función f (x) es continua en un pun- 
to Xo» » entonces es continua en este punto, a la dereciia y a la izquier- 
da. 


La recíproca también es verdadera. 


Ejemplos. 
l. La función y=x" es continua para todos los valores de x. 


ya que - lim *=3, 


xXx 


2. La función y =3x* — 2x + 3 también es continua donde quiera. 


3. La función y =» E (x) es continua donde quiera, excepto para los valo- 
res enteros de la variable x. En éstos la función es continua solamen- 
te a la derecha. 
4. La función 1 
_ [sin si x>3£0, 
O si x=0 
55 
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no es continua en el punto x = O, porque si se toma la secuencia  (x,), 


donde x,= entonces la secuencia de los correspondientes valo- 


] 
(21 + 1)x” 
res de la función: 1, 1, -1, 1, ... es divergente. 


Se dice que la función f (x), definida en un intervalo cerrado (a, b,), es 
continua en este intervalo, si es continua en cada uno de los puntos 
interiores de este intervalo, si es continua en un intervalo cerrado. 


2._Condición Necesaria y Suficiente para la Continuidad 
de una Función, Sobre la base de los teoremas correspondientes de 
la teoría de los límites es posible formular la siguiente proposición: 


Teorema. Para que una función f (x), definiaa en la ve- 
cindad de un punto %, , sea continua en ese punto es 


necesario y suficienteque a los valoresdexcuya diferen- 
cia con x, sea lo suficientemente pequeña, correspon- 


dan valores de la función que difieran de Fx), en 


una cantidad suficientemente pequeña, es decir, en 0- 
tras palabras, que para todo número t£>0 puede encon- 
trarse tal vecindad del punto X» que los valores de 


la función, en cualquier punto de esta vecindad, difie- 
ren del valor de la función parax=x, en menos que t. 


Un teorema similar tiene lugar para la continuidad a la izquierda y a la 
derecha. 


3.Interpretación Geométrica. El concepto de continuidad puede i- 
lustrarse similarmente al concepto de límite. 


Para inyestigar si una función es continua en un pun- 
to x,, elegimos un número e >0  , arbitrario y tra- 


zamos dos rectas paralelas al eje OX, una a la al- 
tura /(x,) ++, la otra a la altura /(x) —*. Obtenemos u- 





ecc der ES > a . 
Tb z, IÓ x na faja de ancno 2e (Fig. 7). Investiguemos ahora si 
, existe un segmento del eje OX, que contenga en su 
Fig. 7 KR : : 
interior al punto *, y de longitud 23, , tal que la 
parte de la curva correspondiente a este segmento se encuentre completa- 
mente en la faja antes mencionada. 


Así pues, si la función es continua, siempre es posible encontrar tal 
segmento para una elección arbitraria del número £>>0,, entonces la fun- 
ción es contínua en el punto x,. 


4. Operaciones Entre Funciones Continuas. De la definición 
de continuidad y de lós correspondientes teoremas «ue la teoría de los lí- 
mites facilmente obtenemos la siguiente proposición: 


Teorema. La suma, la diferencia y el producto de dos 
funciones, continuas en cierto punto, también es una 
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función continua en ese punto; el cociente es continuo 
también, cuando la función entre la que se divide es 
diferente de cero en ese punto y en su vecindad, 


Ejemplos. 


l, como la función y = x es continua donde quiera, entonces las funciones 
ix xx =x0xx..., ““(n, un número natural) son funciones continuas. 


2. La función ax” (n, un número natural; a,un número real) es continua 
donde quiera, ya que puede considerarse como el producto de la función 
x" y la función constante de valor a, evidentemente continua. 


3, El polinomio a, +4, x+4,* +... +4,” es una función continua donde quie- 
ra. 


4. Una función racional, esto es, una función igual al cociente de dos poli- 
nomios, es continua en todos los puntos en que está definida. 


5, Consecuencia de la Continuidad de una Función Dife- 
rente de Cero, en un Punto Dado. Del teorema (Pág. 49) se 
desprende la siguiente proposición: 


Teorema. Si la función f (x) es continua en un punto x, 
y si f(x) >0,, entonces existe tal número vs >0, que en 
cierta vecindad del punto  x, tendremos f(x) >2>0, 





Una proposición semejante es válida para f()<0, y también para las 
funciones de continuidad unilateral, 


CONTINUIDAD UNIFORME 


6. Definición. Se dice que una función f(x), definida en el inter- 
valo la, b,) es uniformemente continua en este intervalo, 

si para un número arbitrariot>0 puede dividirse el intervalo (a, b,) en un 
número finito de segmentos tal que los valores de la función en dos puntos 
arbitrarios de un mismo segmento, difieran enire sí en menos que e. 


7. Interpretación Geométrica. La de- 
finición de continuidad uniforme puede interpre- 
tarse geométricamente, de la siguiente manera. 


Para comprobar si la función es uniforme - 
mente continua, elegimos un número e >0 5 
arbitrario e investiguemos si es posible dividir 
el intervalo (a, b,) en un número finito de seg- 
mentos  3,3,,8,,... tal que cada parte de la 





curva, correspondiente a cualesquiera de los segmentos, pueda estar en- 
cerrada en un rectángulo de altura e y de base igual a la longitud del seg- 
mento correspondiente. (Fig. 8). Si esta operación puede hacerse para 
Cualquiere>0,la función será uniformemente continua. 
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8. Continuidad Uniforme de una Función Continua. Repre- 
sentemos por % la longitud del menor de los segmentos 3,, 8, 8,.... Es 
claro que si la distancia entre dos puntos cualquiera *, y x, es menor 


que 7» entonces o ambos están en uno úe los segmentos 3,, ?,,... ose 


encuentran en dos segmentos consecutivos. En el primer caso los valo- 
res de la función en estos puntos difieren entre sí en menos que e, y en 
el segundo caso los valores de la función en esos puntos difieren en me- 
nos que e del valor de la función en el extremo común de los segmentos 
consecutivos, que contienen a los puntos X, Y x, y por consiguiente, 


[f(x) —/(x,) | < 2e. 

Así pues, en ambos casos, podemos afirmar que en dos puntos cuales- 
quiera cuya distancia entre sí sea menos que 3, los valores de la función 
difieren entre sí en menos que 2eg. 

Observemos, además que si x, es un punto arbitrario del interior del 
intervalo (a, b,) entonces existe un segmento de longitud menor que 1, 
que contiene al punto x,. En virtud de lo dicho anteriormente, los va- 
lores de la función en cada punto de este segmento difieren de. /(*%) , en 
menos que 2. Por cuanto 2É es un número positivo arbitrario (ya que e 


es un número positivo arbitrario) la función será continua en un punto x= 


Xo- 


Observaciones semejantes pueden hacerse respecto a los números a y 
b ( si pertenecen al segmento.) 


Teorema. Una función, uniformemente continua en el 
intervalo (a, b,) es continua en todos los puntos inte- 
riores de este intervalo y en los puntos a y b, si di- 
chos puntos pertenecen al intervalo; la función es con- 
tinua, respectivamente, a la derecha y a la izquierda. 


Ejemplos. 


1, La función y=* es uniformemente continua en el intervalo [0, 1] Para 
demostrarlo tomemos un número e >0 arbitrario y consideremos dos pun- 
tos arbitrarios x y x + h del intervalo |0, 1]... En estos puntos la función 
tiene dos valores, x* y (r+4-hy, respectivamente tenemos: 


(+A — 0 ]=/ 20h 44? ]=14]-[20 44 [=[4]-]x xa), 
como 0O<x<1 y 0<x-+A=<!l, entonces 
lA —x*|<2/4); 


Haciendo |A|< 5 , Obtenemos: 
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(+ —x|<e. 


Así pues, si dividimos el intervalo [0, 1] en un número finito de segmen- 
tos de longitud menor que 50 los valores de la función serán, en dos pun- 


tos cualesquiera de cada uno de los segmentos, diferentes entre sí, una 
cantidad menor que 8. 


Por cuanto «€ es un número positivo arbitrario, la función será unifor- 
memente continua en el intervalo |0, 1]. 


: 1 : : 
2, La función y=%5 es uniformemente continua en el intervalo (0, 2]. 


Procediendo cmo en el ejemplo anterior, obtenemos: 


2 ARL 2 14] 
IFAI] BE FAN] 


Cómo  0<x-+h<2, 0<x<?2, entonces 


(364 +1]>1, 
[3x4+-1]>1, 


de donde 
If + h)—f(x)1<| A]. 


por consiguiente, si |A|<+, entonces 
INAH AF (0 1<e. 


De suerte que si dividimos el intervalo [0, 2] en segmentos de longitud 
menor que «*, entonces los valores de la función en dos puntos cualesquie- 
ra de cada segmento diferirán entre sí en menos que e. ( si, por ejem - 
plo, e=0,1, entonces es suficiente con dividir el intervale [6C, 2] en 21 par- 
tes iguales). 


d La función y=cos no es uniformemente continua en el intervalo 
0, 1) 


Efectivamente, en caso contrario puede ser que al dividir el intervalo 
la, b,) es un número finito de segmentos, que los valores de la función 
en puntos cualesquiera de Cada segmento difieran entre sí en menos que 

e=1, Puede, además , tomarse tal número n, para el que los puntos 

1 z : o 

e Y m estén dentro del primero de estos segmentos, Sin embargo 
es fácil ver que los correspondientes valores de la función en estos pun- 
tos difieren en 2, es decir, en más que e=1. Así pues, suponiendo que 
la función es uniformemente continua, caemos en contradicción. 
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PROBLEMAS 


Demostrar que las siguientes funciones son uniformemente continuas: 


loy=-x en el intervalo (1, 2). 
2. y=2x*-—3x en el intervalo (1, 3) 
3. =$ en el intervalo (0, 5). 


9, Teoremas Fundamentales sobre las Funciones Contí- 
nuas en un Intervalo Cerrado. Expongamos ahora (sin demos- 


tración) algunos teoremas fundamentales sobre las funciones continuas en 


un intervalo cerrado. 


Teorema. Una función, continua en un intervalo cerra- 
do  [a, 6), es uniformemente continua en ese intervalo, 


Teorema. Una función continua en un intervalo cerra- 
do [a,b] es acotada en ese intervalo, 


Teorema. Si una función continua en el intervalo Í*?) 
es positiva en un extremo en este intervalo y negativa 
en el otro, entonces en el interior del intervalo (a,b), 
existe por lo menos un punto en el que la función se a- 
nula. 


Ejemplos. 


1. Todo polinomio de grado impar 
=a) 0" +4" +4 e. yx Han 4 (a, 40) 


tiene por lo menos una raíz real. Para demostrarlo, reescribamos nues- 
tro polinomio en la siguiente forma 


== (ar... +33+2u0) 


y aceptemos, por ejemplo, que a, >0. La expresión dentro del parén- 
tesis tiene, cuando x tiende a +0 O —oo, un límite igual a a, Por con- 


siguiente, existe un número M>>0, tal que para|x*x| > Ma expresión del pa- 
réntesis es positiva | ver Pág. 49). De donde se deduce que 


FMH+1)>0, y F(—M—1)<O0, 


Como la función f (x) es continua, existirá en el intervalo (-M -1 M+1), 
un punto por lo menos en el que f (x) = 0 


. 
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2. La ecuación y = cosx tiene, por lo menos, una raíz en el intervalo de 
( O, 3 )- Efectivamente, la función continua f (x) = x - cos x *Y tiene enel 


punto x = O un valor —1<0,y en el punto r=>3 un valor 7> 0. 


Teorema. Si la función f(x) es continua en un interva- 
lo cerrado [a, 0] entonces en este intervalo existe, 
por lo menos un punto en el que la función alcanza un 
valor máximo y otro punto y por lo menos en el que la 
función tiene un valor mínimo. 


En otras palabras en un intervalo [a, b] existen dos pun - 
tos x, Y. Xy tales que 


4) </() </() 
para todo x de: (a, b] 


Teorema. Una función, continua en un intervalo cerra- 
do la, b,) tiene en este intervalo todos los valores 
comprendidos entre sus valores máximo y mínimo, 


Ejemplos. 


Tr 
3. La función y = sen x + adquiere, en el intervalo [o, 3] todos los valo- 


res comprendidos entre O y 1, lo que geométricamenie es evidente ( ver 
la Fig. 13). 


4. Una función f (x), continua en el intervalo (a, b,) y que posee en dife- 
rentes puntos del intervalo valores diferentes, es estrictamente monóto- 
na en este intervalo, 

Efectivamente, en caso contrario, en el intervalo (a, b,) existirían nú- 
meros a, f, y («<P<y, stales que el número /(P) no estuviera entre Fla) 
y f(y. Sea por ejemplo,f (y) > (a) > f(P).De acuerdo con nuestro teorema 
en el intervalo ($, y) existe un punto f, en el que la función f (x) adquiere 
un valor  f(a). Además fa, así queano pertenece al intervalo (P, 1)- 
Tenemos, por consiguiente, (0) =/f(a) , para (xa, lo que contradice 


la suposición. Por consiguiente, la función es monótona, 
FUNCIONES COM PUESTAS 


l0.Definic ión. Ocurre a menudo que tres variables dadas x, y, Uu, es- 
tén relacionadas entre sí de manera que y es una función de u y u una fun- 





La continuidad de las funciones y = sen X, y y = COS Xx se demostrará 
después. (ver Pág. 66) 


+. : 
Ver la nota anterior. 
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ción de x, esto es 


x=f(u) (a«<u=<P), 
u=p (x) (a<x=<0). 


Si los valores adquiridos por' la función p (x), están contenidos en el in- 
tervalo  [a, f]/ entonces la variable y puede considerarse dependiente de 
la variable x, ya que a cada valor x del intervalo (a, b,) corresponde un 
valor determinado de la variable u, contenido en el intervalo lu, $) a és- 
ta última corresponde un valor determinado de la variable y; así pues; a 
cada valor de la variable x del intervalo (a, b) corresponde un valor de- 
finido de la variable y. En este caso se dice que la variable y es una fun- 
ción compuesta de la variable x a travésde la variable u, Esta fun- 
ción se representa por medio del símboio (y (x), y la dependencia funcio- 
nal se escribe en la forma 


y =f (o (x)). 


Ejemplo. 


y=4u, u=x* —3x, y =(x* —3x)". 


11, Continuidad de una Función Compuesta. Sobre las fun- 
ciones compuestas podemos enunciar el siguiente 


Teorema. Si la función y=f(4) es continua en a«<ux<f, 
y la función ua=q(x) es continua para a<x<b y se satisfa- 
cen las desigualdades —"a<q(x)<P, entonces la función 
compuesta  —y=f(p(x)) es continua para todos los valores 
de x del intervalo 

as<x<b. 

Demostración. Para la demostración del teorema observemos que 
si la secuencia (x,j tiende a un valor definido x, entonces la correspondien- 
te secuencia (y, =Y (p (x,))) tiende a F(p(x). En efecto, en virtud de la 


continuidad de la función —q(x) la secuencia  ([p(x,))=(fu,) tiende a u=p (x); 
y a causa de le continuidad de la función /f(u), la seauencia (y,) =(/ (4,,)) 
tiende a y=£(u)=f (p (x)). 


FUNCIONES INVERSAS 


12. Definición, Sea dada la función y = f (x), continua y estrictamente 
monótona en un intervalo (a, b,). Hagamos f/f (a)=a, f (06) =P.En virtud de la 

continuidad de la función, la variable y toma todos los valores contenidos 
entre a y $ Y sobre todo, ya que, la función es estrictamente monó- 
tona, entonces todo valor de la variable y del intervalo corresponde a uno 
y solamente a uno de los valores de la variable x del intervalo (a, 6]. 
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Luego la variable x puede considerarse como una función de la variable y 


definida en el intervalo [a, Bl. . Represen- 
tando esta función por el símbolo q (y), podemos 
Y escribir: 
x= (y). 


La función x*=p (y)se llana función inversa de la 


función y = f (x), 


13,.Interpretación Geométrica. Obtene- 
mos la gráfica de la función y =p (x) de la siguien- 
te manera, Giramos la bisectriz del ángulo 
L(+x% + (Fig. 9); la nueva posición de la 
gráfica de la función y = f (x) dará la gráfica de 





la función y=p (x). 
14, Continuidad de una Función Inversa. 


Teorema, La función inversa de una función continua y 
estrictamente monótona también es continua y estric- 
tamente monótona. 


Demostración. Admitamos, para concretar, que la función f (x) es 
creciente, Ahora, si la funciónix==+p (y)no fuera estrictamente creciente se 
tendrían dos pares de valores correspondientes (X.Y) » (Xp Y), que 
satisfarían las desigualdades 


X, <X2, 
Y, Y 


lo que contradice la suposición de que la función f (x) es estrictamente cre- 
ciente, Se procede análogamente en el ceso de que la función sea estricta- 
mente decreciente. 


Para la demostración de la continuidad de la función. =y (y)en un punto 
arbitrarioy=y,(a << gpprocedamos de la siguiente manera. 
Sea un número arbitrario positivo e Hagamos x,=?(Y,)) y tomemos dos nú- 
meros arbitrarios x, y x, , tales que: 


1) a<x,<x <x,<b; 
2) 0<x,—x,<e. 


Haciendo ahora Y, =f (x,)yY y, =f(x,jobservamos que para todo y, compren- 
dido entre y, y y, el correspondiente valor de x esta comprendido entre 
XxX Y  x, y por consiguiente, difiere de x, en menos que e. Así pues, 


la función x =p (y) es continua, para y=y,. De manera semejante se de- 
Muestra la continuidad para y=a yy=f. 
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15. Función Potencial y<=3Elx. 


1. n es un número natural. En este caso la fórmula antes mencionada defi - 
ne la función para todos los valores x. Esta función es continua para todos 
los valores de la variable x, ya que, coro se desprende del teorema sobre 
el límite del producto de secuencias, si 


lim Xz =YX, 
k>0 
entonces 
lim x¿==x”. 
h>o00 


En la figura 10 se muestran las gráficas de 
las funciones y=x* y y=x”. 


2.n = 0, bajo la condición de que y = 1, para 
x = 0, La fórmulay=x" define entonces la fun 
ción que para todos los valores de x adquie- 
re el valor 1. Por consiguiente, esta función 
es continua. 





Fig. 10 
3. n es un número entero negativo. Haciendo n=-—r (r”>0) observamos 


] . . 
que nuestra función tiene la forma J= 57» y como el cociente de dos funcio - 
nes continuas y definidas donde quiera q, (x)=1, p,(x) =x”, es una función -- 


continua, y definida donde quiera, salvo en x = O, 


4. n es el recíproco de un número entero, Haciendo n = 1/r (r, es un núme 
ro ( entero), tenemos y= Y x ( tomemos en consideración solamente la -- 
raíz no negativa). La función es definida para todo x>>0;' si r es un núme. 
ro impar, entonces la fórmula anterior define una función para todo 

x<0 . Cuando x = O la función está definida únicamente para el ca- 
so en que r sea un número positivo; la función adquiere entonces el valor 
cero. 


La continuidad se demuestra de la siguiente manera: cuando r es un - 


número positivo par, la función inversax=y"será estrictamente creciente 
y definida para todo yz0,, por lo que en virtud del teorema sobre las -- 
funciones inversas se infiere la continuidad de la función y= Vx 


para x=>0. De manera análoga procederemos Cuando r sea un número po- 


sitivo impar. En este Caso, la funciónx=y"es estrictamente creciente y -- 
continua para todos los valores de y, por consiguiente la función y=y/x 


también es continua para todos los valores de x. En el caso de un número 
r entero negativo es fácil demostrar la continuidao para todoy/xpara el que 
exista, si observamos que 
- 1 
Vi==>= 
yx 

5. n es un número racional. Haciendo n = p/q ( p y q, enteros), vemos que 
la función es definida para todo  r>0>0. Cuando nr >0, la función tam-- 
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bién será definida para x = O, adquiriendo el valor cero. 


La función y=x”! puede considerarse como una función formada por 
las funciones 
y=w*, 
E 
u=x?0., 
Como ambas funciones son continuas para aquellos valores para los 
cuales son definidas, entonces en virtud del teorema sobre las funciones 
compuestas, la función y=x”*también es continua para aquellos valores 


en los que es definida, 


6. n es un número irracional. En este caso la función es definida para to- 


Go x5>0. Para x =0 la fórmula y=.x"solo tiene sentido cuando a >o0; 
entonces tenemos y = O, 


La función es continua para todos los valores de x para los que es de- 
finida por lafórmula y=x”. 


Efectivamente, tomando unnúmero a positivo, diferente de la unidad ob- 
tenemos parax>0: y=a"'e* así que y=a", donde 4=nlog, x. 


Pero, como se demostrará después (ver Parrs. 16 y 17) la función a*es 
continua para todo u, y la función log, «también es continua para todo x>0, 


por consiguiente, en virtud del teorema sobre la continuidad de una fun- 
ción compuesta (ver Pág.'62), la funcióny=x"es continua para todo x >0. 


Si 2 >0, puede demostrarse que la función y =*+"escontinua a la dere- 
cha si el punto x = O, estoes, que lim ”=0.Para ello tomemos un núme- 
0 


. >+ 
ro racional r, arbitrario que satisfaga la condición 0<r<n, Para0<x<1l 
tenemos 0<x" < x”.Es sabido que la función x” es continua a la derecha pa- 


ra x= 0, es decir lim x"=0. En virtud de la última desigualdad, ocurre 
x>+0 
lo mismo para la función, y=x”, 


Resumiendo todo lo expresado podemos afirmar que la función y=x"es 
continua para todos los valores de x, para los que sea definida, 
Ejemplo. 


Las funciones 


Vx, Vi +83 


etc,, son continuas para todos los pun- 
tos en los que dichas funciones son de- 
finidas. En general cada grado del po- 
linomio es una función continua en to- 
dos los puntos en los que es definido. Fig. 11 





16. La función exponencial y=a”. 


La continuidad de la función y=0a, a>O0, se demuestra fácilmen- 
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te, en la siguiente forma. Sea x, un valor arbitrario de la variable Xx. 


Por un teorema conocido, tenemos: . 


lim ax +4 — lim (a%-.a*) =a% lim a!, 
A> 0 h>0 R=>0 


Pero, como se demostró (Pág. 49): la 0 =1, así que 


lim ar +4 — g%, 
h>0 


De suerte vue el lírnice de la función exisie para caua valor de x y es 
izual al valor de lá función en el punio x. Por consisuiente, la función es- 
polencial es continua para todos los valores de x. En la Fig. 1l se mues- 
tra la gráfica ae lafunción y=2*, 

y 


17. La función Logarítmica y=1l0g, *. 
La función y=log, x,a > 0a418s definiaa sola- 


mente cuando x>>0. Como la función inver- 
sa Y*=4Y' es estrictamente monótona y con- 
tinua, entonces (ver Pág. 63) lafunción y= 
ya lo 2 log, X es continua para todos los 





valores positivos de x, 
Fig. 12 


E La gráfica de la función y*<lo0g,x se mues- 
tra en la Fi», 12. 


18 Funciones Trigonométricas y=sinx, y=c0Sx. 


Sea *, un valor Cualquiera, pero fijo, de la variable x. Entonces visto 
que 


limsin4=0, limcoskh=1 
h=>0 A>0 


(Pág. 49), obtenemos 
Pola sin (x, +A) == m (sin x, cos h-J- cos x, sin h) =sin x,, 
gun cos (x, + h) E ImlcOS x, cos h — sin x, sin h) =c0s X,. 


Por consisuiente, las funciones y = sen x (Fig. 13), y = cos x (Fig. 14) son 
continuas para todos los valores ue X, 


y = tg x (Fig. 15). 


Como gr=XZ2, entonces, esta función es definida y continua para to- 
dos los valores de x, para los Cuales cosx0, Los valores excluidos son: 


x=. 5» 43 45 


TY» =2>» ... 9 
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Fig. 13 Fig. 14 


n— ! A 
en general == 80317, adonde n es un número natural. 





Fig. 15 Fig. 16 
y = Ctg x (Fig. 16). 
Como gx = 2 y» esta función es continua y definida para tudes los. valo- 
res de x para los cuales sinx320. . Los valores yue se excluyen son . 
x=0, +r, +2n, ..., 


- 


ó, en general x=->mnr, donde n =0, 1, 2, > hos 
y = sec x (Fig. 17), 

Como ser, esia función es definiia y continua para todos los va- 
lores de x, para los cuales cosx20, 
y = cosec x (Fig. 18), 

Como coser, entonces esia función es definida y coniinua para to- 
dus los valores de x, en los que sinx0, 


19. Funciones Trigonoméitricas Inversas, 
y“= arcsenx (Fig. 19). 








Esta función es definida en el intervalo (—1, +1) , en la siguiente forma: 
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a A PE A 


E  yaresnt 





Fiz. 19 Fig. 20 
arcsen x es“el ángulo y comprendido en el intervalo- $ <y< Zy satisface 


la ecuación x = sen y. Es fácil ver que solamente exisie un ángulo que sa- 
tisface las dos condiciones mencionadas. 


Así pues la función definida y = arcsen x es la función inversa de la fun- 
ción x =* sen y Para 3 <y <3. . Como en este intervalo la función 


x =sen y es estrictamente creciente y continua, entonces y = arc sen x es 
una función estrictamente creciente y continua. 


y = arc cos x (Fig. 20). 


Esta función al igual que la anterior es definida para —l«<x=*=<X1l de la 
siguiente manera: arc cos x es el ¿ngulo' y que satisfaoe la desigualdad 
0<y<rm y a la ecuación x = cos y. Existe solamen.e un ángulo que satis- 
face ambas condiciones. Así pues, la función y = arc cos x es la función 
inversa de x = cos y, en la suposición que 0<y<r. Como en este intervya- 
lo la función x = cos y es continua y estrictamente decreciente, entonces 
la función y = arc cos x es continua y estrictamente decreciente, 


y = arc tg x (Fig. 21). 


Definimos esta función para todos los valor es de x, en la siguiente for - 
ma: arc tg x es el ángulo y que salisface las desigualdades - 7 <y<>3 5 yla 


ecuación tg y = X. Así pues, la función y = arc tg x es la función inversa de 
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x =tgy enla suposición que-5$<y <3 En este intervalox=tgyes estric- 


tamente creciente y cantinua, por consiguiente la función y = arc tE x es 
también continua y estrictamente creciente. 


y = arc ctg x (Fig, 22). 





Fig. 21 Fig. 22 


Definimos esta función para todos los valorss de x en la siguiente ¿or- 
ma arc ctg x es el ángulo Y que satisface las desigualdadeso <y<mny la e- 
cuación ctg y = x., Por consiguiente, la función y = arc Cta x es la función 
inversa de x = ctg y para 0<y<wr. Como en este intervalo x = ctg y es es- 
trictamente decreciente y continua entonces la función y = arc Ctg x tam- 
bién es estrictamente decreciente y continua, 


y = arc sec x (Fig. 23), 


Definimos esta función para todos los valores de x que satisfacen la con- 
dición |x|>1, de la siguiente manera: arcsec x es el ángulo y que satis- 


face las desigualdades O <y=<wr y la ecuación x = sec y. Por consiguien- 
te, para x=1 la furición y = arc sec x «s ia función inversa de x=sec y 


er la suposición que  0<y <>. Como en es:ie intervalo la función x= sec y 


. e 5 Tr 
es estrictamente creciente y continua lexce.,to paray=3). entonces la fun- 
ción y = arc sen x es estrictamente creciente y continua para x=>l. 





Fig.23 Fig. 24 


Para r<-—1la función y = arc sen x es la función inversa de x = sen y en 


70 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 
la suposición que F<y<m. Como en este intervalo la función x = sec y 


es estrictamente creciente y continua [excepto pura v=>3 ), entonces la 


función y = arc sec x es estrictamente crecienie y continua para x=<-—1, 
y = arc:cosec x (Fig. 24). 


Definimos esta función para ¿vuos los valores de x yue satisfacen l:. 
condición |x|=>1, ,de la sisuienie manera: arc cosec x es el ángulo y 


T 


que satisface las desisualdades- 7 <y< ya la ecuación cosec y = X. 


Por tanto la función y = arc cosec x para x=>l1 esla función inversa 
de x = cosec y si hacemos 0<y<-=. Como en este intervalo lu función 
X = COsec y es esirictamente crecienie y continua [excepto para y = 0), en- 
tonces la función y = arc cosec x es estrictamente crecienie y continua pa 
rax=!l. 
Para x<-—1 la función y = arc cosec x es la furición inversa de x = cCOsecy 

Tt .. . 
( —=3 <y<0). . Como en este intervalo la función x = cosec y es estric- 


tamente decredente y continua (excepto para y = 0), entonces la función 
y = arc cosec x es estric.iamente decreciente y continua para x<—l. 


CAPITULO YV 


DERIVADA Y DIFERENCIAL DE UNA FUNCION 
DEFINICION Y CONCEPTO DE LA DERIVADA 
l. Definición de la Derivada. Sea una función y = f(x) definida en 
la vecindad de un punto x,. Tomemos un punto x, de esta vecindad, dife- 
rente de *X,. La diferencia x, —x,, que se representa por Ax, será de- 


signada con el nombre de incremento de la variable indepen- 
diente. Similarmente, a la correspondiente diferencia y, —y,que deno- 


taremos con el símbolo Ay la llamaremos incremento de la va- 
riable dependiente. Se obtienen las relaciones siguientes 


Xx, =X, +Ax, 
Y, =)Y. + Ay, 
YH Ay= f(x, + Ax). 


Como 
Yo =f (Xp), 


tendremos 
dy =f (x, + Ax) —f (x,). 


El cociente 


Ay _ f(x +8x)—f(%o) 


yo 
Ax Ax 
será designado con el nombre de relación diferencial, 


La expresión, Lim +00 PM suponiendo que x, tiene un valor definido cons- 


tante) puede considerarse como una función del incremento Ax. Podemos 


Investigar también si esta expresión tiene un límite cuando Ax, tiende a ce- 
ro. 


Si el límite de esta expresión, cuando Ax,tiende a cero existe, diremos 
que es la derivada de la función y = f(x), cun respecto a x, en el punto o 
Representaremos a la derivada con el símbolo f 1x), 6 y, Ó más brevemen- 
te con y” Frecuentemente la derivada se representa con el símbolo Y. 

x 
Este símbolo recuerda que la derivada es el límite del cociente 2 : 
71 : 
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De suerte que 


Fo +809—S(%) 4, 4 Os 
AAN lim 2=F (x,) =y¿=y =2. 


lim = 
áAx>0 Ax 


Ax>0 


La definición anterior para la derivada corresponde mas exactamente 
a la definición de la primera derivada de la función y = f(x) que de- 
bemos distinguir de las derivadas de orden super:ior,' ( como veremos 
más tarde.) : 
Ejemplos. 


l. y = x. Representando por Ax un incremento arbitrario de la variable x*-” 
y por Ay el correspondiente incremento due la variable y, obtenemos: 


y+ady=x+Ax. 
de donde 


por consiguieme, 


Ay 
”=lim =l. 
ds Bx>0 Ax 


Así pues, la derivada de la función y = x es igual a la unidad para to- 
do x. 


2. y=x, Calculemos la derivada para x » 2. Tenemos: 
/(*+4x)=(x+4x)", 
por tanto 
Ay =(x + Ax) —x* =2x Ax + (Ax); 
de donde 
A 
7 =2:+4x. 


Pasando al límite, obtenemos 


o Ay £ 
lim -<=2xW lim Ax =2x. 
ax-»0AX 0 


Por consiguiente, para x = 2 encontramos Y = 4.8 


2x+1 
3. IS" Calculemos la derived.. para x = 1. Tenemos: 
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_ 2(x+43+1 
IAS re 





por tanto 
ay=24+8041_ 241 Ax 
344041 341 BEFORE" 
de donde 
NI 
da BEA+AI ENE ED 
como 
sy tt. 
ai RT" 
Así pues, para x = l obtenemos: : 
Y=—xp- 


4, y =2+3x—x*. Calculemos la derivada para x = O, Tenemos: 


F(0)=2, 
F(0+ Ax) =/ (Ax) =2 + 34x — (Ax)”, 
por tanto 
dy =/(04 Ax) — f (0) =34x — (Ax); 
de donde 
A 
E =3—Ax; 
así pues 
dy __ 
soda 


2. Derivadas Unilaterales. De la misma manera como se de fi- 
nió el concepto de límite unilateral puede definirse también el concepto 
de derivada unilateral. Los límites unilaterales 


lim LAEW409 y pp LE EO409, 
A=>—0 R>+0 h 


definen las derivadas izquierda y derecha, respectivamente. 


En particular, en los extremos del intervalo [4,5] de definición de la 
función, puede hablarse «solamente de derivaoas unilaterales , es decir, 
de lu derivada a la derecha en el punto a y de la derivada a la izquierda 
en el punto b. Las observaciones hechas en relación con las derivadas 
Unilaterales son las mismas ue las que se hicieran en relación con los 
límites unilaterales. En particular, de la existencia de la derivada se 
deduce la existencia de ambas derivadas unilaterales. Asimismo de la 
€xistencia e igualdad de las derivadas unilaterales se deduce la existen- 
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cia ue la derivada. 


3. SuSstencia de la Derivada y Continuidad. Para que la 


relación £ tenga un límiie es necesario que lim By es decir, que la 


2% 
ax» 0 
función sea continua en el punto x,. Sin embargo como se demostrará 


después, la continuidad no es suficiente para la existencia de la deriva- 
da. 


4. La Derivada como Función. Si una función tiene derivada en 
cada uno de los puntos del intervalo (3, b] (en los extremos del interva- 
lolas derivadas se suponen unilaterales) entonces esta derivaua puede 
considerarse como una nueva función de la variable x. Esta función re- 
cibe el nombre de la función derivada de la función primitiva - 
y = flx), A su vez, se dice que la función f(x) posee derivadas y si no se 
indica un intervalo en particular, debe entenderse que la derivada exis- 
te en toos los puntos del intervalo de definición de la función f(x) [ en 
los extremos del intervalo se Considera únicamente la deriveda unilate - 
ral). 


5. Interpretación de la Derivada en Geometría y en Fií- 
sica. Consideremos que la an fica de la función y = f(x) (Fig. 25). Esfá- 





cil observar que la relación ¿2 2 es igual a la tangenie del ángulo a forma- 


do por la dirección positiva pS la Secante que pasa por los PUNTOS AyB 
(correspondientes a los puntos x y X-+FAx , 
con la dirección positiva del eje OX *, Si 

ahora el incremento Ax tiende a Cero, esto 

es, que el punto B se aproxima al punto A, 
tendremos que el ángulo a tiende al ángu- 

lo gs formado por la dirección positiva de 
la tangente con la dirección positiva del e- 
je OX, y tga tiende a tgo. 





Por tanto, dx 


Mn tg 0%, E 
ig. 25 
Así pues, puede afirmarse lo siguiente: La derivada en un punto 
dado x es iigual a la tangente del ángulo formado por 
la dirección positiva de la tangente, en el punto lx, 
f£ (1)) de la curva con la dirección positiva del eje 
OX. 


Observación. Conociendo la derivada, puede construirse fácilmen- 
te la tangente de la curva que representa gráficamente la función dada. Se 


* Se considera además como dirección positiva de la secante, la direc- 
ción de A a B, es decir, ladirección en la que x crece. 
++ Volvemos a considerar positiva la dirección de la secante, aquella en 
que x crece. ' 
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ve también que si y”= O, entonces tg O = O y por consiguiente la tangente 
es paralela al eje OX. Obsérvase también que uno de los Problemas li- 
gados al concepto de derivada es el problema de la determinación de las 
tangentes a la curva. 


Además de esta interpretación geométrica podemos encontrar multi - 
tuc de ejemplos que ilustran el concepto de la derivada en Física. 


Ejemplos. 

l. Sea un punto material A que se desplaza sobre una recta. Elegido un 
sentido definido sobre esta recta y un punto arbitrario O, podemos de - 
terminar exactamente la posición del punto A por medio de un número 
s, cuyo valor absoluto es igual a la longitud del segmento OA, Antepo- 
nemos a s el signo +, si el sentido del vector OA coincide con el sentido 
elegido sobre la recta, y el signo - en el caso contrario. (Fig. 26). 


Es claro que a cada momento de tiempot corresponde una posición de- 
finida del punto A y a causa de ello un número definido s. Por tanto pue- 
de decirse que es una función del tiempo t, esto es, 





s =f(t) 
0 A A Fijemos un momento cualquiera de tiempo 
> => = A A t; representemos con Af un incremento arbi- 
trario de t, y con Asel incremento corres - 
Fig. 26 pondiente a la variable s. Si el movimiento 


es uniforme esto es, si el punto A recorre en 
tiempos iguales espacios iguales, le velocidad del cuerpo será definida 
por la relación a la que en este caso es constante. Si el movimiento 
; ds ' A 
es uniforme , definiremos la velocidad como el lim por lo que la ve - 
at>0 


locidad es la primera derivada del espacio con res - 
pecto al tiempo. 


2. De la misma maner a, definimos la aceleración como la pri- 
mera derivada de la velocidad con respecto al tiempo. 


6. Funciones Continuas que no Tienen Derivada en un 
Punto Dado. (Ejemplos). Como ya se había dicho una función con- 
tinua no forzosamente posee derivada finita. Como ejemplo puede ser- 
vir la función y=|x|(Fig. 27), En x = O la derivada no existe, las deri- 

á vadas, derecha e izquierda, 
son respectivamente igual a 
+1 y -1, y 
Ejemplo de la función continua 
que no tiene derivada derecha 
ni derivada izquierda es la fun- 
ción 





esin— parax£0, 


Fig. 27 l ES 0  parax=0. 
Para x = O, encontramos 


— =sin— 


Ax Ax” 
Pero la expresión sin ¿> no tiene límite derecho ni límite izquierdo. En 
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, 1 
efecto, haciendo a =>5 ,Obtenermnos lim sin ll = lim sin nn =0, 
n-——00 Xp noo 
y haciendo Ax, = : , Obtenemos: lim sin L < lim sin (41 4-1) 2=1. 
4n+1)5 de do 2 
Asímismo haciendo Ax, =-—2 P y correspondientementeádx, =— == 
ss (Mm415 
tendremos: 
1 
lim sin —- =0 
y n-—00 Axa y 
; 1 
lim sin > 1. 
n—o0 Xn 


TEOREMAS SOBRE LA DERIVADA 


7. Derivada de una Función Constante. La derivada de 

una función constante es iguai a cero. Este teorema es evi 

dente puesto que para todo Ax tenmemosAy=0 y por consiguiente ¿2=0, 
x 


luego 
A 
lim 2=—=0. 
aro Óx 
8. Derivada de la Función Potencia, La derivada de le 
función 
y<=xY 
(siendo n un entero positivo) se expresa por la fórmu 
la : 


Esta fórmula es válida paran”> Y para todo x y para n =1conx>340.Pa 
ra n=1 y x=0,esta fórmula pierde todo sentido ( ya que la expresión 0% 
carece de contenido ); en este caso, comuvimosen:: la P4g. 72 la derivada - 
es igual a la unidad. 


Demostración. Si con Ax represertamos el incremento de la va-- 
riable x y con Ay el incremento correspondiente de la variable y, entonces 


3 +1y=(x +4 Ax)", 
por consiguiente 
dy=(x+4x)"—x*, 
Aplicado el binomio de Newton, obtenemos: 
ayy = (1) 404 (A (AN. + (44), 
por consiguiente, en la suposición de que rn >>1 (ver lo anterior), tendre- 
mos: 


A (3) AA+... (de), 
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Como 
lim Ax=0, lim (Ax)? =0,..., lim (Ax)"-*"=0, 
bx>0 ax 0 Ax» 0 
entonces 
, : Ay 
y =lim 2= >1 
E agp AX ae. 
9.Derivada del Producto de una Constante por una 
Función. 


Teorema. Si 


y=af(x), 
siendo a un número constante y f(x) una función con 
derivada en un puntox, entonces la función y tienetam- 
bién una derivada en dicho punto x, igual a 


y =4f (x). 
Ejemplo. 
y=5x*, 
Podemos hacer a=5, f(x) =x*. Como f'(x) = 2x, entonces : 
Yi= 10 x. 
Demostración. Tenemos 


IJ+Ay=a f(x+4x), 


de donde 


Pa f(x + Ax) — f(x) 
Ax” — Ax > 
por consiguiente, 


y:=4f (x). 
10. Derivada de Suma, Producto y Cociente. 


Teorema. Si las funciónes. Fix), p(x) tienen deriva- 
das en un punto x, entonces su suma y producto tie- 
nen también derivadas en dicho punto a saber: 


1) La derivada de la suma — y=f(x)-+p(x) es igual 
a y“=f (1)+4 (x). 
2) La derivada del producto y=f(x)p(x) es igual a 
Y == f(x) Y (OH (2) y (x). 
3) Si adicionalmente suponemos que y (x) 340, 


existe la derivada del cociente y=£9 y es i- 
p(x 
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gual a 


ROS (x) — $ (0) y (x) 
e (x) j 


y 


Demostración. l) Si con áx y Ay representamos, respectivamen- 
te, los incrementos de las variables x é y, entonces de la relación 
Y) = f(x) + (x) 
obtenemos: 
y + Ay =f (4 Ax) + q (e + Ax); 
restando de esta igualdud la anterior, obtenemos: 


| Ay =f (e + Ax) —f (1) $9 (x + Ax) — q (0). 
de donde 


y JEFF y p(x + Ax)— q (x) 
Ax” 7 Ax * * Ax E 


Por consiguiente 
im Ay im Z(x + Ax) — f(x) pla Ax) —o(x 

lim 2— lim 24 P q (x) 

de cid Ax >0 Ax + lim: Ax ' 
esto es 

y =f (0+ (x). 
Ejemplo 1. Sea 
y == 4. 

podemos considerar 


sa d=", (0 =.x. 


F (x) = 2x, p (x) = 3x, 
entonces 
Ya = 2x + 3x”. 


2) Tenemos: 
JH by =/ (44 Ax) p(x + Ax); 
de donde 


Ay =/(x + Ax) p (x + Ax) —/ (x) y (x). 


Restendo y sumando, en el miembro derecho de la igualdad anterior, el 
producto f(x) p(x + Ax), obtenemos: 


Ay =[F (+ Ax) —f (0)]p (+ 4x) +7 (x) [9 (4 + Ax) — e (x)), 


por consiguiente, con apoyo en los teoremas sobre los lin: ites de la su- 
ma y del producto encontramos: 
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Ay Hix+ Af (x) ,: 
EE a 


PH Ax) — q (x). 
+ (x) O , 


como las funciones (x), e (x)son contínuas en el punto x, tendremos 
Y =P (PE er. 
Ejemplo 2. Sea 
y=(* +4 x*)5x*. 
si hacemos 


Ffo=x4x, p(l)= 
entonces 
Fix)=2x+3x", q (x)=10x, 


por consiguiente 
y =(2x4-3x*)5x* + (x* + x*) 10x=20x* + 25x". 


3) Como se na visto (ver Pág.57 ) para valores suficientemente peque - 
ños de dx , tenemos 


y (x + Ax)760, 


Por tanto, puede escribirse: 


—ÍX+ Ax fx 


VA REE 


es decir, 
—Í(x+4x) 9 (x)— Pf o 
p(x+ Ax) p (x) 


Restando y surando en el numerador de la fracción, el producto e (x) Fx), 
obtenemos: 


ay= 0 P(<+ Ax) — f (2) — [p (x + Ax) — PON 
p (x + Ax)  (x) 


de donde 


im Í+40—f() _ p (x+4x)— q (x) 
A e DAA Y ETS A 
ar>odx O : ' 


por consiguiente 
—f (x) — f(x) y” e) 
EJEMPLOS. 15 


dijes los 
y $ (x)” 
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En este caso f(x) = 1, f'(x) = O, por consiguiente, 


e (x) 
px)" 





== 


4.y=x"*'para x0 áy=2, de donde 


+. 


a: I=14x0 





5x* 


y => =-— 5x"* 


Haciendo/ (x) =x* 4 5/p (x) =1+x* en todo punto x << — 1,obtenemos 


y= 


—_ (14) 2x — 30 (45) __2x—15x*—x* 
HA AAA 
PROBLEMAS 


Calcular la s derivadas de las siguientes funciones: 


LT 

2. y=2, 

3. y=2w, 

4. y=x+1, 

La y=3x + 2x— 6, 
6. y= 4 0450 


7. y=(5+6x)(4 — 3x), 


8. y =2x' (8x +11), 


9. 3 
IS 15 
10, _—2+43 
TAPA 5? 
MM. y 22 
I2] TZ 
12.,_3 
IS] 


y =0, 
y' —6x', 
y= 6x, 
y =4x. 
y =6x 4-2. 


y =5 64 415%. 
y' =9(1 — 4x). 
y =64x* + 66x*, 


y=> 


LA 


—16+4x 442 


=P 
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3 2 
13, I¡J=S3%+ 31 y == 22 


PE ro 





ll. Derivada de una Función Compuesta.Si la función. 
y=J)(p(x)) está formada por las funciónes y = tlul, .. 
u=(x) contínmnuas, entonces la derivada de la fun- 

ción compuesta existe y es igual a 





ys =f (1) “ll y, 


Ó E ON 

IA. 

Ejemplo. Sea 

O 2ÑÁ Bt). 0 

haciendo 
u=5+2x — 3x*, 
obtenemos: 
y= u'; 
por tanto 
y =5utu' 


y finalmente 
y =5(5+2x —3x") (2 —6x).., 


Demostraremos en primer lugar. se teorema formulado bajo la condi- 
ción de que para Axr>40 
du=p (x + Ax) —p (x) 40, 
Haciendo Ay =f (u+ Au) —f (4), obtenemos 


A by Bu 
Ax. OS Ax* ES 
Como lim A4u=0, tendremos 
áax>0 

Ay AY Au 
lim <= lim lim —. 
ax» 0 4% au >0 ¿o ox 

por tanto 


Yx =Y a". 
la demostración para el caso general se da en la Pág. 1í3 la 


12, Derivada de la Función Iíversa. Si una función es- 
trictamente monótona y =.fíx)] tiene, para cierto va- 
lor de x, derivada' dtefónte de tero, entonces la fun- 
ción inversa x=p(y) tiene, en el punto y correspon- 





BANACH — 6 
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diente, una derivada 
, 1 
yuUI=+ 3: 
Demostración. Representemos por Ayel incremento de la va- 
riable y, $ por Ar el incremento correspondiente de la variable x. Ten- 
dremos: 


por consiguiente, 


Como lim Ax=0, entonces 
Ay »0 


y, por consiguiente 


EJEMPLOS. 


l. y=f()=Vx. 
Elevando al cuadrado obtenemos: 
y=—x. 


Por consiguiente, la función inversa es 





=p0M=y. 
Como : 
e 0) =3y, 
tendremos 
¿A 
2:= $) 29 2Yx 
2. y=— +1, 
Só Vx 


Elevando al cuadrado: 





y 

==: 

de donde dl 
==: 


Aplicando a p (y) el teorema sobre la derivada de un cociente, obtenemos: 
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_er SIE 9-0 YY __9Y 





y, por tanto, 
me Ay 1 1 x +2 
AZ TRY 
Esta derivada puede calcularse también apoyándonos en el ejemplo an- 
terior y en el teorema de la derivada de una fuición compuesta: 


Haciendo 


E 


obtenemos: 





E A ya cpntena 
2Vu 2 Y 41 (+2 á 
por corsiguiente, 


E 1 x +2 
—7Z (F 9 x-+l . 
el mismo resultado anterior. ña 


DIFERENCIAL DE UNA. FUNCION 


A: Definición de la Diferencial. Supongamos' que la función 
= f(x) tiene una derivada contínua. Representemos por Ax un incre = 
ento arbitrario de la variable independiente x, y por Ay el correspon- 

dienté incremento de la variable dependiente” y. La expresión | 


Fx) Ax 


que representaremos por los símbolos d 7 af) será designada con 1 el nom- 


bre de dife rencial de la variable y con respecto a la variable x en el 
punto x. Escribiendo, por necesidades de simetría, dx. en lugar de . Áx,.- 


obtenemos la siguiente fórmula: ] 
AI Í (A | MM) 
de donde : E e E AE A 


AY 

A - EE -Q) 
Observemos, además, que las diferenciales d,y y dx son funciones de la 
variable x, y que la función d,x adquiere un valor constante Ax. 


14, Diferencial de una Función Compuesta. Consideremos 
ahora el caso en que x es una función de otura variable t: 


x= (t). 


Supongamos que la función (st) es contínua y que tiene derivada contínua. 
Sea x= (t,) =x, el valor de p (1) cuando t = 4; . se tendrá 
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Análogamente con lo anterior obtenemos la fórmula 
dx (t) dí. (3) 


La variable y puede cunsiderarse dependiente de t, a saber: 
I=F (0) =/(9 (0) =4 (8), 
Obteriemos ahora la relación: 


dy=Y (t,) dt. (4) 


Pero con base en el teorema sobre la derivada de una función compues- 
ta, vemos que 


PlU)=S (e) Y (t.). 
Substituyendo esta expresión en la fórmula (4), obtenemos: 
dy =f (x,) 9 (t,) dí, 
de donde, en virtud de la fórmula (3) 
dy=f (e) dx. (5) 


Comparando lafórmula (1) con la fórmula (5) advertiiros que pueden 
escribirse simbólicamente en la forma 


—dy="f (xjax. A (6) 


Las fórmulas (1) y (5). pueden obtenerse de la fórmula (6) eS eaiBIends 
en lugar. de d, correspondiente ente, d,Ó de. : 


Los símbulos sy y dx no son. los más. adecuados. Sin emb argo, cuando 
no haya posibilidad de confusión los usaremos en iugar de los símbolos 
dy, d,x ó de los correspondientes dy. d¿x. Se aprecia el valor de la fór- 


“mula (6) si volvemos la atención al hecho de que se emplean aos fórmulas 
para determinar la derivada de y con respecto á X. Á saber, cuando la va- 
riáble y depeáde directamente de x, entonces 


| Y: =f (x) 
cuando la dependencia de la variable y con respecto á x se da por medio 
de otra función (intermedia) u, entonces 

Y =f"(u) u,. 


Para encontrar las diferenciales, usamos en ambos casos, las mismas 
fórmulas: 


dy =f (x)d,x, 
dy =f' (u) du 
d EAN 
Y =Pf' (x) ax, 


. Y =f' (u) du. 
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15. Diferencial de la Suma, el Producto y el Cociente,. 
De los teoremas sobre las derivadas de la suma, el producto y el cocien- 


te pueden obtenerse fórmulas análogas, las diferencial<s de la suma, pro- 
ducto y cociente. Sean u y y funciones de x: 


u=f(x), v=Qq(x), 
que poseen derivadas continuas. Si hacemos 
y=u-+v. 
entonces 
td 
de donde 
y dx =u dx) v dx, 
por consiguiente, 
dy =du + dv, 
es decir, E 
d (uu) = du ++ du. 
análogamente 
dcu=c du, 


donde c es un número constante 


d (uv) 4 dv + vd, 
a 5) 
NU E” JS 
Observación. En la práctica frecuentemente resulta más conve- 
niente operar con diferenciales y después dividiendo entre la diferencial 
de la variable independiente, pasara las derivadas. ' 


16. Interpretación Geométrica de la Diferencial. La dife- 
rencial puede representarse geométricamente de la siguiente manera, 


En la Fig. 28 se ve que 
dy=f (+) dx =tg a-d: CD. 


La diferencial dy, en términos generales, es diferente «de, Ay , pero 
su diferericia BD es muy pequeña en comparación con dx, para dx muy 
pequeñas, ya que 6 


a E . A 
lim pr dd =— li Ay dy _—_A , 
dx>0 áÁx Li [2-2] =P (x) —f (1) =0, 


En la práctica, cuando se trata solamente de valores aproximados pue- 
de considerarse, para pequeños incrementos dx, que 


dy =dy =f (x) dx. 
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DERIVADAS DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES 


17. Derivada de la Función Potencia, La derivada de la 
función 
y<=xY 


para un n arbitrario, se expresa por la fórmula 
Yx=nx "70 (150). 


Ya hemos demostrado (Pág.76) esta fórmula para el caso en que n es 
o regativo. Pasemos ahora a los casos restantes, a saber, cuan- 


un enter 
do: 
nes un número entero negativo, 

n es un número racional, 

n es un número real arbitrario, 

n es un número entero negativo, 


Haciendo a=-—r (r >0), presentamos la función en la forma 
1 s z 
'=>5 (x 50). 
De acuerdo con el teorema sobre laderivada de un cociénte, tenemos: 


ñ x.0—rx"! , A 7d 
Yi = +8 decir y, =— Pa =—=rx"", 


así pues 
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a a 1 
n es el número recíproco de un entero. Hagamos 1 =-= 


que es la función inversa de 


por consiguiente , 
==" 


de donde, por el teorema sobre la derivada de una función inversa te- 
nemos: 





CA PA 0). 

ES 0, RN 

como á 
1 

A 

entonces 
1 

a A O 


asÍ que, otra vez 
¿=nx "7" (si x40), 


Para x = O la derivada no existe. 


nes un número racional. Hagamos m=2£.. Podemos enton- 
ces, considerar la función 


2 
y=x1 (x>0) 


co mo una función compuesta formada por las funaones 
1 
yJ=4P y u=xV, 


Por el teorema sobre la derivada de una función compuesta, para x>30 
tenemos: 


, 1 , 
JYx = Y il z, 
1 
—-1 
Ye =puP 1 19 


1 


1 
y =p (0 La y 
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es decir, nuevamente 


Y 


n es un número irracional, En este caso nuestra función pue- 
de considerarse Compuesta, formada por las funciones 


y=e”, u=nlog,x (=nln1x).. 


Entonces, con base el párrafo 19 (ver P38.90) tenemos para x=30 
, , , .u n : e de 
Yx Ya Mx == € E 
de donde, como h 
; E Ay 
tenemos: 
AR RM, 
Sin”> 1 puede demostrarse que la derivada y; —0 para x = 0, 
Sin< 1¡entonces para x = O, la derivada no existe. 


Ejemplos. 3 
l. y= Vi=x3, 


por consiguiente, 





2. y=x"?, 
y=Y2xV21 


1 
Sy =Vifa=(e4-0)?, 


así que ' ars 
, 1 -+ Mi 
era Cayide 


Usamas, para esto, el teorema sobre la derivada de una función.com- 
puesta (u=x+a) o | - 


"PROBLEMAS 


— 3/8 507 En 3 — 4x 
AA Ep 
2. y=7xY1F2x, ¿10439 

YE VTF% 
8, y =2+V% ; 2 


2-Vx' METER 
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18. Derivada de una Función Logarítmica, La deriva- 


da de la función 
y=lo0g,¿x (a>0, aX 1) 
se expresa mediante la fórmula 


1 
xina 


YE L log, e= 
(donde In a = log,a). 
Demostración. Tenemos: o 
y + Ay= log, (+ 4 Ar), 
de donde 
Ay =1l0g, (x + 4x) — log, Y, 
por consiguiente, 


dAy= log, + — log, fi +%) . 


por tanto 
Ay __1 AY 1 x Ax 
08 (14) == o (145), 
Ó Z 
Ay__1 AG No? 
108 (145) "1. (1) 


haciendo  £-—r,' obtenemos: lim |r|=- co, por consiguiente, 
x : Aax—>0 
x 


, Ax ES , 1 y 
lim (1 5) = lim (1 +) = 
im ( us iri>+0 +5 

En virtud de (1) tenemos: x 


Ay Sí: [ 1 Ax y 9% 

= lim = lim |—lo ( =) | 
y: ax» 0 AX áax>0 UL + 8s da x 

Como el logaritmo es una función contínya. tendremos 


, el . Ax le 1 1 
y 1o8s | 1, (14) | == 103,0 zz 
En particular, si y =log,x==Inx, €ntonces y —_ 





Así pues, si se toma el número e como base de los logaritmos, la 
derivada expresa más sencillamente, en la forma -. Los logarit- 


mos de base e se llaman logaritmos naturales. Siempre que se es- 
criba ln x sin indicar su base, se entenderá que se trata del logarit- 
mo natural del número x. 


Ejemplos. 


l. y= log, x, y = - log, e=-2 -0.4342945... 


2. y=I9/(x) VU (x)>0). 
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Haciendo 
ú =f (x), 
tehemos: 
nn Fi 


TES 
3. y=In V To "=> In (10x—x*).Aquí tenemos f(x) = 10x—x*, 


y=In4, => +4 


por consiguiente, según el ejemplo anterior, 


21 10—-2x__ 5-x 
Y = 7 "TT A: 








PROBLEMAS 
! 
1. y =1n 8x, y=>=Á: 
5+ 4x pr A 
2, y= ln = 06440) — In (8473) '=5 FET" 
1 
3. y =1In (ln x), IS iZ: 


19 Derivada de una Función Exponencial. La derivada. 
de la función 


y=a* 
se expresa por la fórmula 

y'=a* na. 
En particular, si 

y<=e*, 
entonces 

HE”, 


Demostración. La función inversa de y=a*, es la función 
x=log,y. Asi pues, 


, 1 
Xy = y log, e, 


en virtud del teorema sobre la derivada de una función inversa, cuidan- 
do que x,3£0, obtenemos: 





AS A A 
y= z ==“ Ina. 


En particular, sia = e, entonces in a = 1, por consiguiente, cuando y=e*, 
tendremos y,= e* 


Así pues, la función y=e* tiene la interesante propiedad de que es 
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igual a su derivada. 
Ejemplos. 


1. y=5*, y =5*In5, 


3. y=0TFE FIA, 


1 
Haciendo a2:==V1 PF 2: +43 =(1+42x+3x*)?, tenemos nuevamente: 
yJ=e, y =eu; 
calculamos u”“ aplicando otra vez el teorema sobre la derivada de una 


función compuesta. Haciendo v=1-+2x-+3x*, obtenemos: 


a=of, u=L0"?0, 
por consiguiente, 
EA! 2+6x 
TVE" 
de donde 
1+3x VIFZ FIRM 
== —_ TIA ¿TERA 
Er? . 
PROBLEMAS 
1, 
l. y=(7* +3), y =10 a + 3)7* In 7. 
2. y= A 
3. y=xe*, y =6* (x* +-3x?. 


20. Derivadas de las Funciones Trigonómétricas. 
y = sen Xx, y” = COS x. 


Tenemos 


y + Ay =sin (x + Ax), 


x Ax 
sin (x + Ax) — sin x _2aln cos (945) 


e CE 
dx — dx DETER y ER 
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por consiguiente, A 
sin =* 
Ay __ y 


Ax 
E Y (45). 
2 


; Ax y . , 
Haciendo F=h, obtenemos, a causa de la continuidad de las funciones 


sen XxX y COS X: 





lim 4=0, 
Ax 0 
sin e 
¿ E o siná 
lim —¿—= lim + =I (ver Pág.53 ), 
axo»o 2% h-0 
3 
A 
lim cos +%)=1im cos (x 4h) =c0s X, 
dx >» U 
por consiguiente, 
S . . Ay 
y'= lim q =cosf. 
ax—>0 
id '=— sin x. 


Observemos que cos x = sen(F= «), por consiguiente, la función 
y = Cos x puede expresarse como una función compuesta, formada por 
las funciones 


y=sinz y I=3—x. 


Aplicando el teorema sobre la derivada de una función compuesta ob- 
tenemos: 


JW 2 
pero 
Jae cos( $ —x) = sin x, 
y a 
z=-1, 
por consiguiente, 
yY:=— sinx. 
y=gx y=-> 
á IS sz: 


Como y=tgx= mn. , entonces por el teorema sobre la derivada del 





cociente, obtenemos 


” COS X-COSX — sin x-(— sinx)__ cos* x+ sin? x 


Yx = cos! x costx , 


por consiguiente, 


, 


1 
y=CÍgx, y Tara? 
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Similarmente con lo anterior yI= ==, así que 
, __sinx«(—sinx)—cosxcosx__ —(sintx+costx)__ 1 
Y = sin? x ES sin? x TT sintx? 
Y=SeCX, y =SeCxtgx. 
Tenemos: 1 
Y — cosx* 
por tanto : 
y, — cos x-0— l-(— sin x) — sin x 
costx  : cos? x? 
de donde 
A. SL — 00 xt Xx 
o Yx — osx" cosx Ae 
== COSeCxX, Y ==-—COSec Y ctg Xx. 
Tenemos: 
1 
SETTER 


por consiguiente, 


sin x-0 — 1.cos x Cos x 
A z 


bl 
l 


sin? x — a? 
de donde 
, o Lo cosxXx__ - 
Y mx == COsec x ctg xr. 
Ejemplos. 


l. y = sen 4 x. Haciendo u = 4x, obtenemos y = sen u, así que 
y'=c0s u-4' —4c0s 4x. 


2. y=tgx', Haciendo 2=x*t; obtenemos y »= tg u, 


; 1 a A E 
re ri de por consiguiente, y'=-—3-2x. 


10 , : | 10 o 
3, y = Cos x. Haciendo u = cos x, encontramos y =u , así que 


y'=10u'4' =— 10 cos? x sin x. 
PROBLEMAS 
l. y=2cosx+5sinx, O A A 


2. y=c0s2x+1, "=-— 2 sin 2x. 
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3. y =sin! x, y' =2 sin x cos x= sin 2x. 
, 14e* 
4. y =ctg (x + e”), a 


21. Derivadas de las funciones trigonométricas inversas. 
A 1 
y ==arcsin x == === Xx 1). 
la función inversa será x = sen y, por consiguiente, 
Xy = COS y. 
De donde, según el teorema sobre la derivada de una Iunción Inyensa: 
obtenemos: : Pos 
cos y” 
donde JAÁÍ]G que corresponde a los valores x>4->-1. 


Como 


cos y =V 1 — sin! y 


(la raíz positiva, porque — 5 <y <>), entonces 
cosy=V1=x, 


de donde 
1 


, AAA 
Ys —yT=xe 
Observación. Puede demostrarse que parax.=+1 la derivada no 
existe. 


== arccos Xx, === ((x]<1). 


La demosiración es semejante a la anterior, 
, 1 
y=arctg Xx, A=1FE 


La función inversa será x = tg£y, por consiguiente 
Xx, 1 


cos” y 


ES Tr A z S , 
(puesto que— y <y< xy entonces xy existe siempre y es diferenie de cero). 


De donde 
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] 

, 

Yx = xs ===: cos! y, 
y 


pero 
1 5 
oy BY =R1 e, 


por consiguiente l 
YE TER 


¿ 4 1 
y=arcctgx, JAXE=E—IFA 


La demostración es análoga a la anterior 


, 1 
== arcsec == ———_=___, > 1). 
y =D 


La función inversa será x = sec y y por consiguiente, 


Y, =Sec y gy 


( con exclusión dey=0, y=r, que corresponde a los valoresx == 1),de 
donde 


. 1 
AE y" 


Para x > Itendremos 0< y <z, por tanto 


secy=x=|xl, 


gy=Vsc*y—1=Y4=1, 


Tomamos la raíz de signo positivo, porque en este caso tg y es positi- 
va. Por consiguiente, para x >] tendremos 


TEE 
Parax<—ltenemos 7 <y<n, es decir, tgy<0, por tanto 


gy=—Vety—1=-—Y2-1, 


por consiguiente : 1 


VA 
Comox <— l entonces] x|=-—x y nuevamente 
, 1 
AA =T + 
y =arccosec.x, === (x[> 1). 


La demostración es semejante a la anterior , 
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Ejemplos. 


Le Y =arcsin Y x”. 


Haciendo 


N|os 


u==x 


tenemos: 
y =arcsin u, 


, 


== 
A Via ” 


por consiguiente, 





Vx. 


e. 
E 
w] co 








2. yate. 











Haciendo 
_ la 
LETTER 
entonces 
Y=arctgu, 
n= u' 
y Sia? 
pero 
PON SA 
04-y (Eo 
por consiguiente, 
NS Ue 1 
IS td pora: 


3. y—arcctgV x. 


Sea 
u=V x. 
obtenemos 
¡=a1ccg un, 
O A A RR A 1 
E rr I+x 2%" 
PROBLEMAS 


APA 
d 2x+ DVx" 
2 


2, y =arcsin(2xY 1—x3), ==> 


l. y ==arcctg aa 
a y= Vx > 


3. y =xarcsinx+ MI—x1, y' =aresin x. 
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22. Derivada Logarítmica. Consideremos la función 


y PUNA, 


donde las funciones f (x) y (x) son contínuas, además f(x) >0. Toman- 
do logaritmos naturales en ambos miembros, obtenemos: 


In y = (x) Inf (x). 


Consideraremos á In y como una función compuesta de la variable x. 
Encontremos su derivada: 


=P 9/04 07 (1) 


y 
La expresión “ recibe el nombre derivada logarítmica de 
la función y. La igualdad (1) tanando en cuenta que y=(f (x))"",nos da 


y == [emo +2). 


(x) 


Así pues, mediante la derivada logarítmica podemos determinar la de- 


rivada de la función —y=fPf (xp... 

Ejemplos. 

1. Encontrar la derivada de la función y=x* (x>>0), Tenemos 
In y = x ln x 

por consiguiente, 


y l 
y ln qx =Inx+1, 
de donde 
y =x* (Inx+ 1). 
2, Determinar la derivada de la función y = (sin 10 * (0<x<m. 
Tomando logaritmos, obtenemos: 


In y =C0s x In sin x, 





5 Cos Xx 
y sin x ln sin x $- cos x=, 
PsP consiguiente. 
y' = (sin x)0o x [— sio ln sio E]. 


PROBLEMAS 


ll y=xmx y =2xMXx=11p x, 
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2. y=(Inx), y' = (ln x3*7* [1 4 In x+ In In xJ. 


DERIVADAS Y DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR 


23. Derivadas de Orden Superior. Si la función y =f(x)tie- 
ne una primera derivada, entonces la derivada de esta derivada, si 
existe, recibe el nombre de derivada segunda de la función f(x), 


Análogamente, la derivada de la segunda derivada se llama deri- 
vada tercera,etc. Simbólicamente las derivadas de orden supe- 
rior se escribirán de la siguiente manera: 


Ya Ys ds yu, yO, ..., yu, 
Ó 
y, y y” ya ya si ym 
Ó 
9, FU, FU, ID, IU, 00, PP, 
o también 
dy dy dy dy dy d”y 
dx” dxi? di dao de? ...y q* 


Ejemplos. 


, : Loi Xx 
1, Encatrar las derivadas de la función y = a”. Tenemos: 


y =a0* na, 
y =0 “(Ina)”, 
y" =a* (Ina), 


y" =a* (In a)”. 
5 Xx (A) + 
Si y = e”, entonces v”=e*, 


2. Encontrar la ostivada de la función y=x'. Tenemos: 
y kx", . ISA 
Y =R(k— 1x7) ooo oo 
A .[k—(1— 1)]x*==, 
Si k es un número natural, tendremos 
y PY =R(R— 1) (4 — 2). ..[£— (£ —2)]-1=R!, 
y4rn0, 


3. Encontrar las derivadas de la función y = ln x. Tenemos: 
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1.2.3 1.2.3 
== a =(— 1y 0 


e a 5 
ym=(—1y ¡(1 = ) 
4. Encontrar las derivadas de la función y = sen x. Tenemos 


y =cosx=sin(«+23), 

mo > PA E ¿E 
y =— sin =sin (4 4 1) =sin («+2 5), 
y" = —-C0s x =sin (++3-5). 


yO =sins=sin («4-4-5) : 





mo. = 
y” =sin (541 a Ja 
Análogamente, si y = cos x, entonces 
Xx 
y" = cos (++13) : 








PROBLEMAS 
%. y=e+*, y =4e 4%, yo == Peres, os yao= 404, 
2. y =sin 5x, y” =5" sin (5%+ n3). 
x x 
l — cos x m7 Ez 
3. Y = y= y 
sin x cost A 
cos! 5 
LO (00—$f”(x) 
4. y= AA IÓ 
y=Inf (0, y Fo 
my 0. _3 ] 
S. y=1X, y = 8 Va" 


24. Fórmula de Leibniz. Sea y - u v, donde u y v son funciones 
de la variable x. Entonces 


y =4v+ Vu, 
Y =W6VFUV UV 4 uv 40 4-2 v' +4 uv, 
yu "VW AL uv Lu wd av” q uv 
=u"v+4 3u"v +|3u'wv” +) uv”, 


y" — uv 4 44 "v' + 6u'v” + 44'v"" + uv”, 


Vemos pues, que los coeficientes de las fórmulas escritas antes se ob- 
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tienen igual que en el desarrollo del binomio (a-+5)"según la fórmula 
de Newton. Con ayuda de la inducción completa puede den:ostrarse 
la validez de la fórmula, semejante a la fórmula de Newton, a saber: 


yan =u"w+ 1) uy + (2) UY... uv”. 


Esta fórmula se designa con el nombre de fórmula de Leibniz. 


Ejemplos. 
l. Determinar la derivada enésimade la función y = xe*, 


Ñ x Es e 
Haciendo u = e”, v = xXx, obtenemos, según la fórmula de Leibniz: 


ym” = xe* Ll ner, 


2. Frecuentemente la fórmula de Leibniz permite determinar con faci- 
lidad el valor de la derivada enésima para un valor particular de x. A- 
claremos con algunos ejemplos. 


Determinar el valor de la derivada enésima de la función f(x) - 
= arc tg X, para x = 0, 


Tenemos: 


Lu= 2 


de donde 
Fx) (14) =1. 


Tomaendo ahora la derivada enésima según la fórmula de Leibniz, ob- 
tenemos: 


SN +04 (1)1m9204 (3)/0-"().2=0, 
Haciendo x = O obtenemos: 
FO+M(0) 4 1 (n— 1)f£”-”(0)=0, 
por consiBujente, 
PUDO) =—a (a —1)£"-3 (0) (a > 0). 


H emos obtenido una fórmula conveniente de reducción para el valor de 
la derivada enésima, cuando x = O, 


Como F0=1,0=- 7. esto es /”(0)=0, entonces, haciendo 
n= 2,3, 4,5,..., obtenemos de la fdór mula de reducción 
f"(0)=-2.1=-—2, 
f(0)=0, 


fu (0) =-- 4.3-(—2)=24, 


3. Determinar el valor de la derivada enésima de la función 
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_  2x+1 
Ad 
para x = 0. 
Tenemos: 
Fx) (x* —3x+1)=2x+1. 
Tomando la derivada enésima (1 >2) obtenemos: 
ea (1) e + (29.20, 
Haciendo x = O, encontramos: 
F (0) — 3nf"=9(0) e n(n— 1)f-0(0)=0, 
de donde 
F"(0)=39f "=P (0) —n(n—1)f"-%(0) — (u>2). 
Determinando la primera y la segunda derivadas directamente, obte- 
nemos: 
F'(0)=5, f"(0)=28; 
después haciendo n = 3,4, 5, ..., determinamos mediante la fórmula de 
reducción, las derivadas de orden superior. 


PROBLEMAS 
1. y =e* (3x* — 4), ym =e* [3x* + 6nx + 3n (n — 1) — 4]. 
2 y= mo EUA i 
.y=xInx, ym = ra a 


3. y=x? sin x, 
rx 


yM —= x? sin (++ n> ) + 2nx sin [ehn—0 3) +n (n—1) sin [Ha—235] a 
4. f(x) =(aresin xY?, (1 — x?)f" (x) — xf' (x) =2, 
JOr+D(0)=0, f7 (0) =2.2?.4?.6*,..(2n — 2), 
5. f(x) e 09%, f (x)=8f(x)c0s x, 


fO+0 (0) =$ (0) — (2) fo + (4) f*=M0)—..., 


de donde 


f(0)=1, F'(0)=1, f"(0)=1, f"(0)=0, $9 =-—3,... 


25, Representación Paramétrica de una Función. Sean 


dadas las dos funciones 


x=f(f), y=01(1) 


de una variable t, definidas y contínuas en uno y el mismo intervalo. Si 
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la función x = f (t) es estrictamente monótona, enlonces existe su fun- 
ción inversa t=0 (x), es también contínua y estrictamente monótona, Por 
esta razón y puede onsiderarsecoóomo una variable dependiente de la va- 
riable x a través de la variable intermedia t. Haciendo 


y =9(b(x)) =F Lo), 


vemos que la función y = F (x) es continua. Diremos que esta función na 
sido dada paramétricamente, por medio de la variable t. 


Ejemplo l. Sea 
x=rcost, y=rsint (0<t<m). 
Como la función x = r cos t decrece estrictamente para 0<f?<r, enton- 


ces, despejando t de la primera ecuación y substituyendo en la segunda, 
obtenemos la función buscada de la variable x. 


O más fácilmente, si observamos que 
+ yor? (cos*t4 sin" t) =r", 
de donde 
y=Yr—x. 

Escogerrros la raíz de signo positivo ya que la función y = r sen tes no 
negativa para 0<!f=<r. 

Tomando' T<1<2nr, obtenemos: 

| =-V AE, 
Verños así que cuando t varía de 0a 2r, las fórmulas 
x=rC0st, y=rsint 


determinan dos funciones de la Variable x cuyas gráficas forman una cir- 
cunferencia completa. 


La representación paramétrica tiene un valor particularmente importan: 
te en el estudio del movimiento de un punto. Si un punto se mueve en un 
plano, sus coordenadas X, y, serán funciones del tiempot, Dadas estas 
funciones 


x=£(t), y=0(), 
el movimiento del punto queda perfectamente determinado. En todo inter- 
valo detiempo, en el que la función f (t) sea estrictamente monótona, pue- 
de procederse co mo antes, para determinar la función y = F (x) cuya grá- 
fica será la curva descrita, en este intervalo de tiernpo, por el punto de 
movimiento, En el ejemplo anterior las funciones describían el movi- 
miento uniforme de un punto sobre una circunferencia. 


Supongamos ahora que las funciones 


x=/(t), y =p lt) 


poseen derivadas contínuas en la vecindad de cierto valor de t y que ade- 
más para ese valor, f (t) + O. Sea la funciónt=y(xia función inversa (en 
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la vecindad del punto t) de x = f (t), Como la función :p(x) tiene una de- 
rivada que se expresa por la fórmula 


] 1 
(ua: 
entonces, por el teorema sobre la derivada de u..a función COmPuEsca, la 
función y = F (x) = p(b(x)) tiene por derivada 


y. =4 (d (x)) -Y' (x), 
por consiguiente, 
— Y) (t) 
=P: 
Demostramos, por lo tanto, que la derivada de una función represen- 
tada paramétricamente, se expresa por la fórmula 
A A) 
YI (1) , 
si solamente f'(1)%0, : 


Ejemplo 2. Considerando la función definida en el ejemplo 1 obte- 


nemos: 
, rcost 


Y amO 7 Bt (40, m). 
Es fácil determinar las derivadas de orden superior, admitiendo la 


existencia de las correspondientes derivadas de las funciones f(t) y 
p (1). 


Obtenemos la derivada segunda de la siguiente manera. Observemos 
que la función y; está dada paramétricamente por las funciones: 


ly 
yg =0 lr 


x=f (£). 


de donde 


por consiguiente 
LOROS 0 
Y For : 
Análogamente, haciendo y” =p, (f), obtenemos: 
m_ 96) 
FU? 
vor consiguiente, 
Y MOP GUI" (e 0 
— OS OP ORIO) 


Prosiguiendo de la misma manera podemos determinar la derivada de 
Cualquier orden. 
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PROBLEMAS 

l. y=at, AA 
2 20 (10, ia 

. y=sin? £, A OS 

x= sin 2£, yy 82 
3. y=xint —tcost, e 

(EA RR Y=8t 

l 
4, y=3P, É 
ade yIL= >" 
:=3 VF, i d 


26. Diferenciales de Orden Superior, Como ya se ha dicho, la 
diferencial 





dy =f (x) d,x 


es una función de la variable x. Cabe entonces hablar de ladiferencial de 
una diferencial, Escribamos E 


e (d,y)= A 
d, E LES 


Llanaremos diferencial enésima 6 diferencial de enési- 
mo ordaen a la expresión dry 


Aplicando el teorema sobre la diferencial del producto, obtenemos: 


=d df (1) dx], f (:) dx £ (x)d..x. 
Como : 
AS (x)=f" (x) d,x, 


dix =0 
[ ya que d,x es constante), entonces 
dy =f" (x) (d,x)*. 
Se obtienen, similarmente: ' 


dy =f" (e) (d,xy, 


Ly =/f (x) (d,x)”. 


De donde 





! 1a=¿% ? o xy Ns e (x) = E _ 


Escribiendo d en lugar de d, y dx” en lugar de 1 (d,x”, obtenemos 


DERIVADA Y DIFERENCIAL DE UNA FUNCION 105 


dy _Y 

de =f (x), 
yo Y 

ap! (x), 
Yo ,. 

qa =S (x), 


. . . .2.o.o..o.o 


n 
A=10 (x) 


Debe, sin embargo, recordarse que en estas fórmulas las diferencia - 
les se han tomado con respecto a la variable x. 


Aceptemos ahora que y y x son funciones de la variable t. Obtendre- 
mos: 
¿y (x) d,x, 


dy =f" (x) (dx +£ (x)dix. 
dy =F"(x) (dx) + Uf" (x) d xix + f" (1) dx dix f (xix 


(Comoahora d,x no es una función constante, dix no podrá eliminar- 
se), y por consiguiente 


dy =S" (1) (dx + 3f" (x) d xx Y fx) dx. 
Empleando los símbolos incompletos, obtenemos: 
dy=8' (x) dx, 
dy=f (0d +4 / (9d, 
Py=f" (x) de +3f" (x)dxd'x + f (x)d*x, 


. .—. . o. . .o...o..e..—*—.o.o.o o. . ..o.o.<..oo.. 


Observemos que éstas fórmulas son efectivas siempre y cuando en 
lugar de d se escriba d,, ya que entonces 


dix=0, dix=0, eto. 


Como antes, continuaremos usando los símbolos incompletos en todos 
los casos en que no haya posibilidad de confusión. 


Si la función y = E (x) es dada paramétricamente por las funciones 
x=f(t), y=0(t), 


entonces, tomando diferenciales con respecto a la variable t, obtenemos: 


dy =PF (x) dx= y dx, 
de donde 
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Diferenciando otra vez con respecto £4t, encontramos: 


' áa 
dy ,=dÉ , 
por consiguiente, 
dx d*y — dy d*x 
y, dx = LAA 4 
de donde 
dx Py — dy dix 
y: = de y 
Haciendo 
dx=f (t) at, 
dx=f" (tdt, 
dy =p (t) at, 


dy=p" (t) dt, 


obtenemos la fórmula deducida en la Pág. 103, Análogamente 
dxd*y — dyd* 
dy. =4 2 A 
y" — de Ly — ded'xdy — 3dxftxd*y Y 3 (8%) dy 
.-[AÓKÁKÁKA e AZ, 


x 


De aquí fácilmente obtenemos la fórmula mostrada en la Pág. 103 


Sea la función y = f(x), cuya función inversa es x=p(y). Determine- 
mos las derivadas de la función g(y) por medio de las derivadas de la - 
función f(x). 


Observemos que diferenciando con respecto a la variable y, encontra- 
mos: 


dy=d” =...=0, 
dx= x,dy =y' 0) ay, 
Pr xXdy =Y" (Y) ay”, 


d "x= xd y” =” (y) ay”. 


De donde 


dy=f (x) dx=f (x) x, xd 
dy =0=f" (x) (x,)'dy Eo dy”, . 
dy=0=f" 9 Y dy +3f" (Dx esay" +F (0 x dy”, 


Por consiguiente, 


1 
A ET . 
po LO 
E FP? 
— ME 
AT Ay 
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O A. 
P L)=x, = * (x) . 
Tomando la derivada con respecto á Y y considerando f (x) como u- 
na función compuesta ue la variable y á través de la variable x, obtene- 
mos: 


EE PO0%__ fu) 
8 Pp AO: 
pa NA (0 xy — FP 0:3 UPS, 


E PR 


por consiguiente, 


a 


15. 


16. 


17. 


18. y 


19, 


21. 


9 »¿pra 





=11, 
J=4x+7, 
y=9x*, 
y=a+2 bx+<cx*, 
a 
3 
=+1 uN 
=37% qY Í 
reco 
taa 
y +1 
y=(2 + 3x) (8 + 7x), 
¿y=(a +7, 
pos 5, 
2 
ISA TZ 
y=VTF3x, 
y=yY RI, 
PA A 
IE 
2 1 TT 
y= (1:09 952)V +2. 
— (8x q LOV RT 
15x5 
y = 1n (2 + 5x) 
.y=Inx”, 


3=10(53). 





e 310 — f(x) fr 0. 
y FACTS 
PROBLEMAS 
*=0, 
Y—4 
y' =36x”. 
Sá 
SS” de 
os 3 
YE 0/1 
y =- Vx. 
A qe —1P 
y =2x4+a-—1. 
' —38 + 42x. 
rey. 
y =4x(12— x) (6— q xl. 
a 4  EISTCO 
y== A 
Az O 
1 2VTE5 
haa ETE 
1/22 
UN 
á NE í 
, MEETS 
RA Ai" 
8 
E PU 
az n 
I=] 
a 1 
DEE TE 
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53, AA 


x=4 e , 
54. y =arcsin (t* — 1), 
x=arccos 2f, 

















EN x n_ 14+x 
SI TNT" MEE 
—in x 
23. y => Inx, y= + 
A 244a+Y1 
E. 2 2 2 PIáÓA IA A ASA 
YA y=xVa+xi4ix+VaEx), y Vara 
7 2a + bx (5* — 4ac) x 
259, y =1n === , y= 
Y aFbx+cx? a E E rreaN 
26, y =e*x", y =ex Ux+n) 
27. ya y= 6% (6 — 1) a 8% ja a, 
Xx 
2, y=ae* res 
e*—1 de 
29, IS AT y (TFT 
< -mx , mier” -—e-"* 
30. y =1n (e” +e ), == emi pm? 
31. y = sin 12x, y'=12c05 12x, 
82, y =sin (px + 0), y' =pCos (px + q) 
33, y =xc0s x "=C08 x — Xx sin x 
34, y =x' sin x A v=x* COS x, 
35, y =tg x — ctg x — 2x, =tg' x +ctg x. 
a eo y És Xx. 
8Bx APA A 
87. y=3tgx 48 x y N 
sin x ,_. acosx+b 
30 a+bcosx” E — (a +bcos xP * 
39, y =Ín sin x, y' =ctg x. 
40. y =Incos x, E 
41. y =l0tgx, ma 
a 
42, y =arcsin ax, = Yi 22 
43, y =arccos (a — x), y “7 
44. y =arctg ax, y =1122* 
1 / 
ed 1 = O, A 
45, y = x'arcsin z* y' di 72) e 
E 2x 2 
46. y =arctg T=3 y OEA 
4. y= in 2 l — x? 
y =arcsin 2x Y 1 — xi, == 
A AA y = l 
x an 
"49. y =arccos Y | — y = —_ 
a E é E 2Vx= xa 
50. y=73V1=x— 13) arctg VIZX, y=xarctgV lx. 
51. y =8*+8t—1, ,_ 248 
x='* +42, Y: —= 
52. er — ett 
x=e" y TURBA" 


(a cos £ — b sin £)cos* 





Y= 


t 
4 sin 5 


A EST! 


CAPITULO VI 
TEOREMA DE ROLLE. TEOREMA SOBRE EL VALOR MEDIO. 
FORMULA DE TAYLOR . 


l, Teorema sobre el valor medio. Admitamos que la función- 


y =f(x) definida y continua en el intervalo (a, b] tiene derivada en cada 
uno de los puntos interiores de este intervalo. 


Tracemos la cuerda AB uniendo los puntos de la curva correspon- 
dientes a los extremos del intervalo la, 6], Sea a el ángulo que forma 
la cuerda con el eje OX (Fig. 29 ). Es claro, intuitivamente, que existe 
sobre la curva un punto C por lo menos, - 
diferente de A y B, en el que la tangente - 
es paralela a la cuerda AB, 


Representemos por t la abscisa del 
punto C, por «s el ángulo que la tangente - 
en este punto forma conel eje OX, y por - 
h la longitud del intervalo [a, b]. En virtud 
de la observación hecha, tenemos 


tga=tgo, (1) 





y del triángulo ADB obtenemos: 
BD f(a+h)—f(a) 
tga=7 == , (2) 


Como  1<ft<et+th=b, entonces f¿=a+0%k, donde Ú es cierto nú 
mero que satisface las desigualdades 0<0<1. Observemos que 


tgo=Ff (E) =f (a+ 0h), 
de (1)y(2) obtenemos 


Ten 40, (a+0%), 0<0<1. 


Esta ecuación se conoce con el nombre de Teorema sobre el 
valor mecio y puede formularse de la siguiente manera, 


Teorema. Si la función y =f(x) es contínua en el -- 
intervalo cerrado [a,b] y tiene derivada en cada uno 
de los puntos interiores de este intervalo, entonces- 
existe un número que satisface las desigualdades- 

0<6<:, tal que 


b—a 


F(b)—f (a) =f [a +0 (b —a)]. 
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2. Teorema de Rolle. Si en particular suponemos que la fun- 


ción tiene el mismo valor en los extremos del intervalo, entonces la -- 
cuerda AB es paralela al eje OX y por consiguiente 1a tangente en el -- 
punto C también es paralela al eje OX (Fig. 30); asímismo la derivada - 
en el punto € es igual a cero. Por tanto podemos enunciar el siguiente 


Teorema. Si una función continua en el intervalo 
cerrado [a,b y con derivada en todos los puntos inte 
riores de este intervalo, adquiere valores iguales en 
los extremos del intervalo entonces cuando menos en 
un punto interior del intervalo [a,b], la derivada es- 
igual a cero. 


Observación. En el teorema de Rolle 

no se presupone ni la existencia de las deri-- 
vadas de la función en los extremos del inter- 
valo [2, bl, ni la continuidad de la derivada -- 
donde quiera er el interior de [a, b]. La supo- 
sición sobre la existencia de la derivada en - 
el interior de 1%, 5] es esencial .Basta que en 
un punto del interior de [a, b] no exista la de- 
rivada, para que no se anule en ningún punto - 
del intewvalo. Como ejemplo puede servir la - Fig. 30 
función mostrada por la gráfica de la Fig. 31, ; 
que no tiene derivada solamente en un punto, 
El teorema de Rolle establece en forma abso- 
luta que aunque solo sea en un punto interior,- 
la derivada será igual a cero; por esta razón - 
si la derivada fuera igual a cero en los extre- 
mos del intervalo, entonces, independientemen 
te de ello, podría asegurarse que además en - 
algún punto interior la derivada también es -- 
igual a cero, 





El teorema de Rolle es uno de los teore-- 
mas principales del cálculo diferencial. 





Fig. 31 
3. Demostración del teorema de Rolle. Si nuestra función 


adquiere en todo el intervalo [a, 6] un valor constante, entonces en todo -- 
punto interior del intervalo su derivada será igual a cero. Por: consiguien- 
te el teorema es cierto en este Caso. 


Aceptemos ahora que nuestra función no es constante. En virtud de -- 
que la función es continua en el intervalo cerrado adquiere un valor máxi- 
mo y un valor minimo ( ver Pág. 6l ), puede afirmarse que solamente uno- 
de estos valores es adquirido en un punto interior del intervalo |a, b]. Sea 
por ejemplo, que la función adquiere un valor máximo en el punto £ (a< 
¿4£25). Entonces para todo valor de h es válida la desigualdad 


FEFHR)<F (E). 
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Como demostraremos ahora, el punto £ es el punto que regueríamos 
es decir, 


F (5) =0. 


Observemos que si: 
1) >0, entonces at A 


2) h<0, entonces AO SN 


Por esta razón, si h tiende a cero, adquiriendo valores positivos, enton-- 
ces 


F (E) =!lim EAT 


h>+0 


Asimismo si h tiende a cero adquiriendo vaiores negativos, entonces 
F' (E) =lim ÍEAMAÍO 0, 
h=>-—0 h 
por consiguiente, 
0<f (E) <0, 
de donde 
f (4) =0, 


con lo que se demuestra el teorema de Rolle. Análogamente se realiza la 
demostración en el caso en que er el punto ¿(a<t<b) adquiera un va- 
lor mínimo. 


4. Demostración del Teorema sobre el valor medio. 
Hagamos 


fla+h)—f(a) __ 

h ds (1) 
Fla+h)—f (a) — ho==0, 

Definimos una función q¿(t) , en el segmento 0O<t<h, haciendo 
p(1)=f (at) —f (a) — to; 


vemos que: 
1) Y. ==> : , 
2) y () =Ff (a+ 1) —o. (2) 


- En virtud de ésto, según el teorema de Rolle, existe tal punto £ (0< 
¿<h) que q'(£)=0, Por consiguiente, de acuerdo con la fórmula ( 2 ) ob- 
tenemos: 
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P (5) =F (a +-£) —v.=0, 
de donde 
o=f (a+8). 
Haciendo ¿== (0<8%< 1), obtenemos con apoyo en( 1) 


f h)— : 
o A (a + 04). 


Hemos demostrado, por tanto, el teorema sobre el valor medio. 


5, Consecuencias del teorema sobre el valor medio. 
Si una función continua en el intervalo cerrado La, bl, SS 
tiene derivada nula donde quiera en el interior, enton- 
ces tal función es constante en este intervalo. 

Demostración. Sean x, Y xy +h dos puntos arbitrarios del inter 


valo [a, b].. Según el teorema sobre el valor medio tenemos: 
h)— 
Fx + z Í (xo) =f (x,+0h). 


Pero de la condición F (x,+0%)=0, se sigue que 


, 


AAC -—=0 
7] — Ys 


Fx. + h)=/(x0)- 
Así, la función tiene un valor constante en el intervalo (a, 5] , 


Teorema. Si una función continua tiene en todo el - 
intervalo derivadas positivas [ Ó negativas ) entonces- 
es estrictamente creciente [ Ó decreciente) en este in- 
tervalo., 


Demostración. Si * y * +A (£>0) son dos puntos arbitrarios 
del intervalo [a, b], entonces por el teorema sobre el valor medio tenemos: 


di =f' (x, +0%). 
Fo HR) IF (x) 4 (x, + 0h); 
como RB>0, £ (x, +0) >0, tendremos 
Fx, + h) —f (x,) > 0, 


por consiguiente, 


Flxo Rm) >7 (£p). 


Por tanto la función es estrictamente creciente. 
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Procedemos análogamente en el caso en que en todo el intervalo --- 
[a, blla derivada sea negativa. 


6. Derivada de una función compuesta. Con ayuda del -- 


teorema sabre el valor medio, demostraremos ahora el teorema sobre - 
la derivada de una función compuesta, que presentamos antes ( ver. Pág. 
81) sin demostración. 


Sea y =f (y (x)) una función compuesta formada con las funciones y=f(u), 
u=0(x) contínuas y que poseen derivadas contínuas. Representemos 
por Ax un incremento arbitrario de la variable x, y por Au, Ay los co-- 
rrespondientes incrementos de las variables u, y. 


Tendremos: 


y +4Ay=f (u+ An), 
y=/f(u), 


por consiguiente, ' 


Ay =f (u 4 Au) —f (u). 


Con base en el teorema sobre el valor medio podemos escribir la úl - 
tima igualdad en la siguiente forma: 


Av=f (u+04u)4u  (0<0<1). 
de donde: 


2 =F (u+04u) e 


Si ahora Áx tiende a cero, entonces, vista la continuidad de la función 
¿=p (x) el incremento Au, vale decir Au, tiende a cero, y la expresión E 


tiende á4 u e Pasando al límite obtenemos, 
YA= (u) 


7, Eórmula de Taylor. Supongamos que la función - 
y=f(x), continua en el intervalo [a 5, tiene derivadas- 


hasta de orden n-1l, inclusive, continuas también en es 
te intervalo cerrado; respecto a la derivada enésima - 
aceptamos que existe en todos los puntos interiores - 
del intervalo (a, b). Si los puntos x y x+% pertenecen 
al intervalo (a, b) tiene lugar la fórmula 


A NT 
1 7 -1 
HEFLUOA A ER, om, 


que se llama fórmula de Taylor. R,(x, kh) recibe el nombre de 
Pesiduo de la fórmula de Taylor. 
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Usaremos dos expresiones diferentes para el residuo. Una de - 
ellas es 


Ra (2, =$ (: 40) 


OQ satisface la condición 0<%t<1, dada por Lagrange. La segunda ex 
vresión es 


Ra (£, 1) = 7 AiO — ey Uh), 


donde, nuevamente 0<0'<1, propuesta por Cauchy. 


Si en particular, el intervalo (a, b) contiene el número O, entonces 
escribiendo, en la fórmula de Taylor, O en lugar de x y x en lugar de h, - 
obtenemos la llamada fórmula de Maclaurin: 





LO OF RO ANO + ¿E 900) Ra (a) 
R, tx) tiene la forma: 


Residuo, en la forma de Lagrange 
n 
Ro ()=-f"(0x) — (0<0<1) 


Residuo en la forma de Cauchy. 


Ra (4) = « 1—IP IO) (0<P<A. 


] Observación. Ambos residuos ( en la forma de Lagrange y de 

Cauchy) son, evidentemente, iguales entre sí y solamente difieren en la 
torma. Para investigar la fórmula de Taylor de una función dada se usa 
una u otra forma según convenga al casu considerado. 


8. Demostración de la fórmula de Taylor. Seana y $ 
(a 8) dos puntos arbitrarios del intervalo ( a, b) y p un número natural - 
o =>1, Hagamos 


1010 Er ER py. — ETE. quo (a) 


=$ e=v =0. (1) 


Definimos la función q (t) de la siguiente manera: 
¿0=10-10-EHr0-E2r 0... 


rá n-1 
E PD (e) —w (B— 4. 
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Observamos que haciendo ft=f8, obtenemos  «(P)=0, y haciendo t=a, 
obtenemos, en virtud de (1 ), p(a)=0. 
Encontremos '(t): 


go=-—10-Ero+ro—E2Pro+ 


44 $ — tp Wes E fee al 


pe fpao- 2 (£) + op (B —£)27", 1 


Ó cespués ue simplificar 
yO =0p 8 CAE, (2) 
Como se demostró antes, 


q (a) =p (B) =0, 


por lo que, en virtud del teorema de Rolle, existe un punto £, compren-- 
dido entre a y, en el que la derivada de la función g(t) se anula.Asf 
pues, de acuerdo con ([ 2) 


y =p (p ty" — LIE m0, 


De donde 


EGM (<E<p). 


p(n— 


Substituyendo en ( 1 ) el valor de «w, obtenemos, después de una - 
transformación: 


dean AS ais 
($ — ajJ”> 
e “(A=D - (2) Ra, (3) 


donde 


(B — ay? ($ — EJP7P , 
Ra — p(n— 1)! Pci (8); 


£ es un número comprendido entre a y po» así que 


=a+0B—a)  (0<0<A). 


Haciendo ahora P=x+h, a=x, encontramos: 
a 
= x +0h, 


B—E=h(1 —8). 
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Substituyendo estas expresiones en la fórmula ( 3 ), obtenemos: 


A a 
donde 


APRPP(1— 0872 


=> pr — 0)" Pf (x + 0h). 


Como p es un número natural arbitrario 1, entonces haciendo - 
primero p=n, y después p=1, obtenemos el residuo correspondiente a la 
forma de Lagrange 6 de Cauchy, respectivamente. Como en la fórmula - 
anterior el número f depende de p, entonces para p = n, y para p «=l ob- 
tenemos, en términos generales, diferentes valores de 0, por lo que el 
segundo de estos valores que aparece en la forma de Cauchy, lo repre-- 
sentamos por $ .. 

Ejemplos. l. f(x) = e*. Tenemos: 


Fl)=fF (==... =$) =e*; 


de donde 
F(0)=f' (0) =f"(0)=... =f"(0)=1. 
Aplicando la fórmula de Maclaurin, obtenemos; 
xr 
=p + +. ++ eb», 
Para ¿2>0 al substituir en esta fórmula x por x In a, obtenemos 
EL s a x"=1ip%71g |, x*inPa 
E 


2. f(x) = sen x. nia 





F(0)=0, 
F0)=sin(*4n3) (ver Pág.99 ) 


F" (0) = sin n 5 4 


Así pues, si n = 2k, entonces 
F (0) =f*? (0) =sin kn =0; 
si n= 2k - 1, entonces 
FO) =D (0) =sin (2 — 1) y =(— 1944, 


por consiguiente, para n = 2k obtenernos: 


5 2-1 
sinx= AN > al po EN 
+ E 
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y para n= 2k-l 


sinx=-— a nl a+ 
+= 2 TT sin (0. 2 el n) 


3. F(x) = cos x. Tenemos: 
F(0)=1, 
FM (x) =c0s (++13) (ver Págo9 ) 
f'"" (0) =co0s n > : , 
Además, para n = 2k obtenemos: 
fm (0) =f (0) =(— y 
y si n=2k - 1, tendremos 
f(0)=f*4-» (0) =0, 
Por consiguiente, para n= 2k tendremos: 


3% -—2 


1 s . 
ii RR +(-1*" 31 + 
+apr es (0x + km), 


y para n=2k-l 


a 6 atk- -2 
A Si Spin PE=3r TP 
+= m7 es [d+ (215 JE 
4. f(x) = ln (1 + x ), Tenemos: 
F(0)=0, 
—19+2 (mn — 
del (1) = 2 AA (ver Pág.99 ) 


por consiguiente, 


F”(0)=(— 1" (1n— 11, 
fr (0) ER (— p”a+! , 


n! n 


Así pues, obtenemos: 


nao = EE ÑÁ IR, 


1-07” 1 
iia rr 





=(— pres 


xr 
n(1+0)y 
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f(x) = (1 + x)? ( p, arbitrario). Ffomando en cuenta que 


FU) =pp—=1).. (pH NU 7" 


obtenemos: 


=(2)21140p>, 


n! n 


ro9=1, $0=(%)1, Eo =(2) 
de donde 


apa =14 (4 )4 (3) P4(h)e+... 
+(, e as 4 R, (x), 
2 o=(£)a4 my =P (o 


En las fórmulas anteriores, los números 0 Y satisfacen las -- 
desisualdades: 


0<I<1, 0<U<1 
PROBLEMAS 


l. Demostrar que para el polinomio f(x), de £rado n, tenemos: 
n 
1H 04 1044 10 
2. Como sabernos Pág. 61 ) ejemolo 2, la ecuación x = COS x tie- 
ne, en el intervalo (o, ul por lo menos una raíz. Partiendo de que la- 
función f(x) = 


X -COsx tiene derivadas positivas en el intervalo (o, + , 
demostrar que en este intervalo no existe más de una raíz. 


3. Demostrar que 


VTFi=143x- 


34% 4340000 +Ra lo, 
é Es n 
pa (0<0<1) 
(+0) 7 
E ] — 0-1 
= (— 1)? A (0 < 0 < 1). 
(140x) ? 


4. Con apoyo en el problema anterior, demostrar, que para  (=<x 
<0/01 es válida la izualdad aproximada. 


VTFi=14+>3x 


1 
con un erPoP menor que 


1 A 
3 "Ti? POr consiguiente, exacta hasta la cuar- 
ta cifra decimal. Por ejemplo, Y 7,0M6= 1,0023. 


9. Convexidad. Se dice que la curva, gráfica de la función -- 
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= f(x), es convexa nacia arriba, en el punto x = Xo* si existe tal vecin- 
dad del punto X¿ que para todo punto xo + h de esta vecindad tiene lu-- 
gar la desigualuad 
PERIS) AR 0). , 
Geométricamente esta desigualdad signifi- 
ca que la parte de la curva, correspondien. 


te a esta vecindad está abajo de la tangen- 
te, trazada en el punto x= Xo» ( Fig. 32 ), 


A 





Análogamente definimos el sentido - 
de la convexidad hacia abajo, 

Mediante el teorema de Taylor se -- 
puede demostrar, fácilmente, la siguiente - 
proposición: 


< 
S 


Fig. 32, 


Teorema. Si la función continua y = f(x) tiene en 
todos los puntos interiores del intervalo (a, b) deriva- 
das segundas negativas (Óó positivas), entonces en cada 
uno de los puntos de este intervalo la gráfica de esta - 
función es convexa hacia arriba [( 6 hacia abajo ). 

Demostración. Si Xx. Y x,+h (440) están en el interior- 


del intervalo (a, b), entonces en virtud de la fórmula de Taylor tenemos: 
, Ren 
HAHAHA) ES" +40) (0<8<I, 
y como h*>0, entonces 


FeR) —Í (xp) — HF (x,) >0 mp f(x) >0, 
Fx, +) —Í (xp) — MF" (x,) <0O mp f"(x)<O. 
Ejemplos. 


l. y=x*—ax*+bx+c (a40>0), y” =6x —2a. 
Así pues, para > 3 la curva es convexa hacia abajo, puesto que 
aquí la segunda derivada de positiva. 


2. Y=Sinx, y ——sin x. 


Si y>0, entonces y”<0, por consiguiente, sobre el eje OX, la si- 
nusoide es convexa hacia arriba. 


3. y =x*—6x*+12%*, 
y"=12x* — 36x 4 24 = 12 (+ — 1) (x — 2). 


La curva, por consiguiente, es convexa hacia abajo para x<1,con- 
vexa hacia arriba para 1<x<2, hacia abajo para x>2. 


CAPITULO VII 


MAXIMOS Y MINIMOS. PUNTOS DE INFLEXION. EXPRESIONES 
INDETERMINADAS. 
VALOR EXTREMO. PUNTOS DE INFLEXION . 
l. Definición de Valor Extremo, Se dice que una función tiene 


un máximo en cierto punto (Fig. 33) si los valores de la función en la ve- 
Ccindad del punto dado no exceden los valores de la función en este punto, 


Análogamente se define el mínimo. (Fig. 34). 


Si en cierto punto la función tiene un máximo o un mínimo, entonces 
se dice que en este punto tiene lugar un valor extremo, 


De las definiciones anteriores se deduce que si en un punto x=X, ,la 


función y += f (x) tiene un valor extremo, entonces para todo h , menor 
en valor absoluto a cierto e>0 , se tendrá: 


Fix, +) —f (x,) <0 si tiene lugar un máximo; (1) 
Fix +h)—Íf(x)>0 si tiene lugar un mínimo. (2) 


Así, en ambos casos la diferencia f(x, -+h)—£f(%) no cambia de signo 
para valores de h suficientemente pequeños, 


y 





Larlt 





Fig. 33 Fig. 34 


Observación. Si en cierto punto Xy » Para todo hAV, que satisface 
la coridición |h|<e, tenemos : 
Fix, + h) —Í (%,) <0, 
diremos que en este punto tiene lugar un máximo propio, 
De la misma manera se define el mínimo propio. 


Procede advertir que el máximo no es necesariamente el valor más 
grande que adquiere la función. Fuera de la vecindad considerada la fun- 
ción puede adquirir valores mayores (Fig. 35). 

Es claro también que la función puede tener varios máximos y minimos 


Por ejemplo, la función y =sin— adquiere un número de veces el valor 
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máximo igual a la unidad para 


2 2 


2 
AR DS 5n*** > Ua+ ida 


2, Condición Necesaria para la Existencia de los Valo- 
res Extremos, Si la función y = f (x) tiene un valor extremo para 
x=X,, entonces ta derivada en este punto, si 


y existe, es igual a cero, En otras palabras, la 
tangente en el punto del valor extremo ( siex- 
iste) es paralela al eje OX, 


Sea que para x=.x, la función tiene un máxi- 


mo. Suponiendo que existe f(x)  ,obtene- 
mos: 
0 X 
Fix) = lim IFR ÍI 0) lim fo +0—Í0 
Fig. 35 % n++0 A h>»-0 h 


Pero en virtud de (1) para h positivos suficientemente pequeños, tenemos: 
[0 +N—40% <o, 


por consiguiente, 
lim (IM 40) Zo 
h>>+0 


f'(x,) <0. (3) 


Análogamente,-para h negativos, suficientemente pequeños, obtenemos: 


lim 10 +10 >0, 


h=>-—0 
por consiguiente, 
f(x) >0. (2) 
De las desigualdades (3) y (4) se deduce 
F(x,)=0, 


Observación. No debe pensarse que si en cierto punto la derivada es 
nula, entonces en ese punto siempre tendrá lugar un valor máximo. Por 


ejemplo, la función y=x* cuya derivada y'—3x* es ¡Bual a cero para x=0, 
no tiene valor extremo en el punto x = O, ya que: 


y <ppara x<0 
y=0 para x=0 


y>0 para x>0. 


Sea que la función y = f (x) tiene derivada en todos los puntos interiores 
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del intervalo (a, b.), Del teorema demostrado se deduce que si nuestra 
función tiene en el interior del intervalo (a, b ) puntos de valores extre- 
mos, entonces ellos se encuentran entre aquellos puntos en los que la de- 
rivada se anula. Por ello basta determinar todos los valores de x del in- 
tervalo (a, b ) para los cuales.f (x) = O e investigar en cuáles de éstos se 
tienen valores extremos, El estudio de los valores restantes de x del in- 
tervalo (a, b) pierde importancia. 


Ejemplo. ¿ Para qué valores de x, la función 


3 
pr 


puede tener valores extremos? 
Encontremos la primera derivada: 
y =x —2x* —3x. 
Como es fácil ver, la ecuación 
y =0, 
esto es 
x* —2x* —3x=0, 
tiene solamente tres raices: 
E LS A 
por consiguiente la función dada puede terier valores extremos para 
x= 0,3, -1, 


3, Condición Suficiente para la Existencia de Valores 
Extremos, El siguiente teorema nos perrrite, en muchos casos de- 
cidir si en cierto punto tiene lugar un máximo o un mínimo, 


Teorema.Si la función y = f (x) tiene en la vecindad 
del punto L£=x , derivadas primera y segunda conti- 
nuas y si f(x) =0 , entonces para x=x, tiene lugar 


un máximo propio si f”'(x)<0 y un mínimo propio si 
f" (x,) >0. 


Si f'(x)=0 entonces no es posible sacar ningunas 


conclusiones si una investigación posterior, 


Demostración.- Según la fórmula de Taylor tenemos: 
AH IA IA EAS 0) (0<0<1). 
Como según la Condición 
f(x.) =0, 
entonces 


Fm) — Fx) E (x, 40M). 
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Si aceptamos ahora que F (x,) <0 , entonces por efecto de la continui- 
dad de la segunda derivada, existe necesariamente cierta vecindad del pun- 
tox=x, en la que f (x)<0. 


Es evidente que si x, +A (h40) pertenece a esta vecindad, entonces 


f(x, +0%)<0. 


Así pues, por cuanto f*>0 , obtenemos: 
pe 
A EM) Sp) e y f" (%9 +0H)< 0; 
por consiguiente, para x=x, tiene lugar un máximo propio. 


Aceptando que f”(x,)>0 , demostramos análogamente que para x=*X, 


tiene lugar un mínimo propio. 


Ejemplo. Determinar los máximos y mínimos de la función 


ia ind 
La primera derivada es cero para x = O, 3, -1, Encontremos la segunda 
derivada: 
y” =3x* —4x —3, 


Así pues, 


O tenemos el máxi- 


f'(0)=-—3=<O0, POr consiguiente, para Xx 
mo: y = 2; 


f" (3) =12>0, por consiguiente, para x = 3 tenemos el miíni- 
NR 1 
mo: y = - dq 


F (—1)=4>0, por consiguiente, para x = - l tenemos el mí- 


A E 
nimo: y=1;. 


4, Condición Suficiente General. En caso de duda, cuando 


Fíx,)=0 y F'(x,)=0 , puede usarse la siguiente proposición más gene- 
U 


ral: 
Teoreria. Si la función y = f (x) tiene en la vecindad 
del punto PRE , Aerivadas continuas hasta de orden 
(1> 1) , inciusive y si 
Fl) =F (x=... =$" (x,)=0, 
además 


FU) 0, 


entonces, para n impar, la función no tiene valores ex- 
tremos en el punto xr=x, y para n par la función tiene 
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un máximo propio cuando f”(x)<0 , y un mínimo pro- 
pio cuando f”(x,)>0. 


Demostración. Al cumplirse las condiciones del teorema, la fór- 
mula de Taylor adquiere la forma 


pr 
HER) FA) =P" (x, 0) (0<0<1). 
Para n par, la demostración se lleva a cabo como en el teorema ante- 


rior, 


Admitamos ahora que n sea un número impar, y sea f”(x,) >0. 
Es fácil ver que existe una vecindad del punto x=x, en la que f”(x)>0. 


Para valores suficientemente pequenos y positivos de h obtenemos, por es- 
ta razón: 


fx, +04) >0, 10, 
por consiguiente, 

Fx, + h) — f (xp) >0, 
de donde 


Fx, Ale h) >Í(x)). 


Para valores negativos de h, suficientemente pequeños en valor absolu- 
to, tendremos: 


Fx) +04)>0, MO, 
as1 que 
Fx Eh) —F (xp) <0, 
por lo que 
Fx +) <F(%b). 
De suerte que en una vecindad arbitraria del punto x, existen valores 
mayores y menores que f(x) . Esto significa que en el punto x=xX, no 


se tiene un valor extremo, 


Procederemos análogamente cuando f(x)<0. 
Ejemplos. 


y=x* —6x* + 12x —3, 
y =3x* — 12x+ 12, 
y =6x — 12, 


”"—6 
— Ye 
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Para determinar los valores extremos resolvemos la ecuación y'=0, 
es decir 


3x* — 12x + 12=0. 


Obtenemos la raíz x = 2, Como para x = 2 la segunda derivada es igual 
a cero y la tercera derivada es positiva, entonces para x = 2 no existe: un 
valor extremo, 


2. +3 
IF 
A do ds LN 
RR (x + 2)' > 
ye cel 

Ta +2)” 
a + x +10) 
ETE Y E 





Las ráices de la ecuación y'=0 serán x,=0, x,=-—3 , Para el pri- 


mero de estos valores la segunda derivada es positiva y para el segundo, 
nula. Para x,=0 tenemos, por consiguiente, un mínimo, Substituyendo 


*, en la tercera derivada obtenemos y”=63%0. En el punto 


*,=-—3 no se tiene valor extremo, 


y=x (x— 1»+ 1, 
y =x' (x — 1) (7x —4). 


La derivada es nula en los puntos 


x =0, x,=1, =+; 
y xXx (x— 1) (42x* —48x + 12), 
F'(x,))=0, f” (x,)=0, f” (x,)>0, 


por consiguiente, para :=% tenemos un mínimo. Además 


y" =x[(3% — 2) q (x) + x« (x — 1) 9" (x)), 
donde q (x) =42x* — 48x 4 12, por consiguiente 
Jn (x,) =0, en (1) =p (1)=6 
esto es, parax=x,=1no se tienen valores extremos. 


Haciendo 
(3x — 2) q (e) $ (x — 1) 9 (e) =$ (x). 
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obtenemos 


yO =P (x) HP" (1), 


por consiguiente, 
f(x) =0 (0) =— 29 (0) =—24<O0, 


esto es, para x=x, =0 tiene lugar un máximo, 
_x*—2x—21 , _6x” 4-28x 4-98 
>= GA Yy=" (6 + 199 + 


En este ejemplo la primera derivada no es nula para ningún valor de x, 
permaneciendo positiva en todo tiempo, Por consiguiente, la función notie- 
ne valores extremos en ningún punto y en todo tiempo es creciente, 

5. Punto de Inflexión. Se dice que el punto *=x, es, para la función 
y = f (x), un punto de inflexión, si para valores suficientemente pequeños dúe 
h la expresión 

Fe, Ed) —Í (%p) — AS" (x,) (1) 


cambia de signo simultáneamente con el cambio de signo de h, Ó en otras. 
palabras, si existe un número e >0 tal que la expresión (1) sea constan- 


temente positiva para « >k>0  ynegativa para —<<A<X0  ;ó cons- 
tantemente negativa para ¿>h>0 y constantemente positiva para 
—e<h<o0 

Y 





Fig. 36 Fig. 37 


Geométricamente esto si£Enifica que la parte de la curva correspondien- 
te a un h positivo, está del lado opuesto de la tangente (construída er el pun- 
to correspondiente al valor x=x, ) respecto a la parte de la curva corres- 


pondiente a un h negativo (Figs, 36 y 37). 
Aplicando el teorema sobre el valor medio, obtenemos: 
Fx + 2) — Fx) — 1" (xp) = MF" (x, + 0h) — HF" (x.,) = 
=h[S' (x, +0) —£' (x,)] (0<0<1). 
Supongamos que la primera derivada tiene, en el punto XxX. , un máximo 


propio: la expresión f(x, +40) —f'(x,)) para valores suficientemente peque- 
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po Y . e. dd . 
nos de h (diferentes de cero) tendrá el mismo signo. Por lo que la expre- 
sión 


Fx HR) — FX) — PF (o) = RIF (e, +08) —£" (xp)] 


cambiará de signo simultáneamente con el cambio de signo de h. En vir- 
tud de la definición, el punto *, es un punto de inflexión. Hemos demos- 


trado, por tanto, la siguiente proposición: 


Teorema. Si la primera derivada de la función y =f (x) 
tiene, para x=X, un extremo propio, entonces el pun- 


to =% es un punto de inflexión de la función y =f [(x), 


Así pués, determinando los puntos en los que la primera derivada tiene 
un valor extremo, obtenemos los puntos de inflexión de la función y =f (x). 
(En la práctica, en general son todos los puntos) 


El teorema inverso sin embargo, no es verdadero. Puede suceder por 
ejemplo, que el punto x, sea un punto de inflexión y para los puntos 
xx, no exista la derivada, así que no se puede decir nada so- 


bre los valores extremos de la derivada en el punto o 
Con apoyo en los correspondientes teoremas sobre los valores extre- 


mos de una función podemos establecer las condiciones suficientes para 
los puntos de inflexión. 


1) Si la función y =f (x) tiene, en la vecindad de un pun- 
to Xo derivadas continuas hasta de orden  (a>2) 


inclusive y si 
Pia)= PM") =...=F Dx) =0, Fx) 40, 
y si entonces para un n par, el punto x=x, no es un pun- 


to de inflexión y para un n impar, el punto X=, es un 
punto de inflexión. 


2) En particular; x=x, es un punto de inflexión si 
Flx)=0 Y fx) 40. 
Ejemplos. 


1) y=x*'*—6x* + 2x— 1, 
y'=3x* — 12x +2, 
y”—= 6x — 12, 
y"=6. 


La segunda derivada es nula para x = 2. Como la tercera derivada es 
diferente de cero, entonces para x = 2 tenemos un punto de inflexión, 
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2. y=x (+ — 547) ó 
y =5x”* (x* —4x +4), 
y” =20x (x* — 3x 4-2), 
y” =20 (3x* — 6x +2). 


La segunda derivada tiene las raíces  x,=0,x,=1l,x,=2. 
Como para estos valores la tercera derivada es diferente de cero, enton- 
ces estos puntos son puntos de inflexión. 


6. Valores Extremos de Funciones dadas Paramétrica- 


mente. Sean dadas las dos funciones 
x=f(t, Ii (2), 


continuas en cierto intervalo «<t<Bf$ y con derivadas, primera y segunda, 
continuas en ese intervalo. Admitamos además que la función x = f (t) es 
estrictamente monótona en el intervalo. Luego las ecuaciones antes es- 
critas definen á y como una función de la variable x (ver Pág. 101 ). Las 
derivadas de esta función se dan por las fórmulas 


(A 
Y => 


n_ FU) O—S (0) 
Yx a If (11 


(bajo la condición de que en el punto considerado f'(1)30 he 


Para determinar los valores extremos de esta función procedemos igual 
que antes. A saber, encontramos inicialmente los puntos en los que y, =0 
esto es, en los que 


"()=0, F (00 


Si f, es tal punto, entonces, tomando en cuenta que y'(t,)=0 para la 
segunda derivada Yx obtenemos la fórmula 


E Y (1) 
TIA 


Así pues, tiene lugar un mínimo cuando «"(t)>0 , y un rmáximo cuando 
y(l)<0 si qí(t)=0 ,será necesario investigar las derivadas de 0P- 


den superior. Los puntos en los que f'(t)=0 requieren un estudio especial. 


Ejemplos. 
l. x=rcost, y=>+ rsin?f, 0O<t<r, r>0. 


dx __ dy_ 1 
q =-—rsiat, 33" “0s 24, 
E =—r cost, E =—r sin2!. 
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Para t40 , tenemos: 


dy lcos2t dy 


2 sin f sin2t +cos t cos 2f 
di 2 sat? di 


2r (sin ty 


; . e T 
El numerador de la primera derivada tiene una raiz t==> 


para la cual 
no se anula el denominador. 





Para t=3 , la segunda derivada adquiere el 
valor 
1 0 
q _—<o0, 
r(smz) 


Así pues, para t=“= 


A tiene lugar un máximo propio. 


2. x= +1, y=P —2t—1. 
dx ys dy qa 
a =4f, D=3P—2, 

dix a 

a =128, 406%. 


Por consiguiente, para t40 obtenemos: 


dy __3t*—2 dy 4t*.6t — (8 — 2) 124 
dx 4 > qa 64£* : 


. . . A Z 
El numerador de la primera deriv ada tiene una raiz f,= V + , y Otra 


3 8 : 
=— Vz para las cuales el denominador no se anula. Substituyendo estas 
raices en la expresión de la segunda derivada obtenemos, para t=t, un va- 


lor positivo, y para f=*, un valor negativo. Por lo tanto, parat=y 2 ten- 
dremos un mínimo y parat= — Y Lun máximo. 


PROBLEMAS 


Encontrar los puntos de los valores extremos de las funciones: 


1. = = ; 
YJ=x(a—xP (a>0) max para 2=2, min para x=a4. 


2. Y) =x*—8x* + 22x* — 24x + 12; max para x=2, mia para x=1,3: 
2* 
3, ted min para *=523*. 


a 
4. y=x"*; min para =>3. 
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5. y=e*sinx en los puntos =(24+3)+ (máx. para valores pares de n; min 
para valores impares den J, * 


6. Inscribir el cono de mayor volúmen en una esfera de radio r. (La distan 
cia de la base al centro de la esfera será igual a r/3 ), 


7. Demostrar que de todos los triángulos de base y perímetros dados, el - 
isósceles es el de mayor área. 


8. Encontrar el punto cuya suma de los cuadrados de las distancias a los 
vértices de un triángulo tiene un valor mínimo. [ El centro de gravedad -- 
del triángulo ), 


9. Demostrar que la cuerda más corta de la parábola y*=%px, que la corta 
forman do un ángulo recto, tiene una longitud 3p Y 3. 


10, Inscribir en una esfera: a) un cilind1:0; b) uu cono de áreas máximas. 


( La altura del cilindro es igual r 1 21 y la del cono 5 8-VM 


Encontrar los puntos de valores extremos de las funciones dadas para- 
meétricamente. 
MITE 
"it 2l, 
Mín. para t = -4, 


12 y =arctg (2 4 1), 


Ame =P, 
No tiene valores extre- 
mos. 


EXPRESIONES INDETERMINADAS 


(ELIMINACION DE LAS INDETERMINADAS) 


7. Indeterminaciones de la Forma 5.2 Nos ocuparemos -- 
! E Ñ f(x) — - 
ahora del estudio del límite de la relación E en el caso en que el - 
numerador y el denominador tiendan a cero o al infinito. Estos casos se - 
representarán respectivamente por los símbolos $ (o) => 
Teorema. Sean las funciones f(x), gíx) con derivadas- 
primeras en la vecindad del punto x=a [ con exclusión, 


posiblemente del punto a) que satisfacen les relaciones 
lim / (x) = sim g (x) =0, 
4 <> 


x 
Si existe el límite tim LA entonces existe también el límite lim£% y 
x>,8 2 (x) xa E (X) 
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tiene lugar la igualdad 
e Í(%) f 
Ele g69 Um TI 


Observación. Además admitimos implícitamente que las funciones 
eg [x) y g (x) no se anulan en ninguna parte de la vecindad del punto a, con 
exclusión quizá del propio punto a, 


Demostración Sea x diferente de a. Hagamos 
1 _ | 
£ (x) pasó (1) 


y definamos la función p(f) de la variable t, haciendo 
p (t) =f (t) —oug (t). 


Es fácil ver que p(a)=p(x)=0, Por lo que, en virtud del Teorema de Rolle, 
existe tal punto E, comprendido entre a y x (diferente de a), que y'(£)=0, 
Como ' (t) =f' (t) —eg' (t),entonces y (5) =F (E) —og'(8), 


por consiguiente, 


a 


(x 
Xx) 


e 


FE 


— 4 = 
= == —— 


ys (2) 


e 


| 


sed 


Observemos que si x tiende hacia a, entonces € tiende á a. Así pues, 


suponiendo la existencia del límite lim 5. de la relación (2) establecemos 
xa 


la existencia del límite lim pa y la validez de la igualdad, 
x>q 


$6) tim L 4% 
o: 


Ejemplos. 


loo tim 4 —xX+6_,. 2-5 
do 2 ma 3 — 1. 


x>2 











2. im sin £x li Ecoskx__, 
x>0 * x> 1 de 
S. tim ¿Him =4 
x0 0 1 
, 5x* 5 
4, lim E =lim == + 
2 PT de 3 
Observación. Si resulta que tim LA +00 , entonces, como es fá- 
A =-+q E 
cil ver de la demostración — jim £% +00. 


$e ( 


Ejemplos. 
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5. lim =lim 3 = + 00. 
x>0 xo 9 
1 
6. lim —*—= = lim -——— = +00. 


«0 BX—SOX eo 





cos” Xx 


Teorema. Sea que las funciones f (x), g [(x) tiene pri- 
meras derivadas donde quiera, en la vecindad del pun- 
to Xx = a (con la posible exclusión del propio punto al) y 
que satisfacen las relaciones 


limf (x) = lim £ (x) =>+ 00; 
x>a xa 


ertonces, si existe el lfírnite lim E lo si es igual + 09), 
x>G 
existirá también el 1£mitemta lo será igual a 0%) ten- 
x»alL 


drá lugar la igualdad 


fo) f 
MT 8 (x) mz e 


Como la demostración de este teorema es más dificil la omitiremos. 

















Ejemplos. des 1 
7. lim = lim -—= lim (—x)=0, 
e o +0 E x>+0 ir x>+0 
3 
8. tg3x__,. cost3x__ 3cos*5x__ 
8. die yo nan o 
y *>3 cosiBx en 
_3/, cos5x 5 sin 5x 5 
0 (tim da) = 5 E suezs) => 
xo 
2 3 
Observación, Si resulta que  limf' (x)=lim g (x) =0 (respecti.vamen- 
xq xa e] 
te +oo ) entonces la investigación del límite de la relacón Ea con 
base en los mismos teoremas puede reducirse a la investigación del lími- 
te de la relación En Corno es fácil ver, esto puede generalizarse. 
Ejemplos. 
ar — 2ax+a__ — 2a 2 
9, lim =—22T2 -—1i ma 
+ e DA PD 1 2 Um => 
10, lim pe 0% Him pe E 
00  * 0 e 2* 
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1 —cos x z sin x .. COS X 
1), lim ——_—_— = lim 103 =!m a = 00 
ox —sinx ¿jp 1—cosx  yyp Sin x 





Nuestros teoremas son válidos siempre y cuando x tiendaá oo, y 
lim (+) lim g (4) =0 (o +00) En este caso se supone que para todo x, má- 


OR que cualadier número A, las funciones f (x) y g (x) tienen derivada. 


Ejemplos. 


12. lim q. lim A: 





x>+0 x> +00 
13. lim —= lim a im £= ds 
“e 0 x x> +0 2% x>-+0 2 
Z —arctgx a 
2 o TEA lx 
14. lim H—————=lim —=lm == —1 
x->00 INE Fo xo 1 Fx 
x+l *—l 


8. Formas indeterminadas 0.00, co—oo, 1%, 00%, 0%, 
A SNA a BEAR tl 





Si limf (x)=0, lim g (x)= +00, entonces la investigación del límite as. 
producto limf (e) gd, se reduce a la investigación de los límites tm Ap 
. x x>a x). 
Ó lim 2, que son, correspondientemente, indeterminaciones de la EÉR 
x>a 
FT) 
ma % o =. 
Ejemplos 
ps 
1. limx1nx=lim 192 tim z = lim ( — x) =0, 
x0 x»0 x0 ee x>0 
x xx 
2. limxe"*= lim L= lim O) 
+ +00 xo» +0 ** x-» +00 6 á 
Si lim/(x) lim g (x) = +oo, entonces la investigación del at de la 
diferencia Im) —e (x)] se reauce a la investigación del de PEE 75. 
que es una indeterminación de la forma 5 x>a 
0 a7a 
Ejemplos. 
3. di (mn-===1)= *—lInx_ 1 
21 Mn 1) y 0 Dn E + 
4. li (a: )= Ai l22 
y IT) ARENA 
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5. lim (a+) =m £—sinx_g, 
x>0 1Sin x x x>0 *sinx 


Las indeterminaciones de la forma 1%, 00” 0% se reducen a indeter- 
minaciones de la forma 0-0 con ayuda de la identidad 


VF (op O = e 00 1/9, 
Para ello se supondrá que f(x) >0. 
Ejemplos. 
6. lim x*=lim ex nx; 
x>+0 x>-+0 
lim xInx= lim "20, 


x>+0 > +0 
x 


por consiguiente, 


lim “=e=1, 
x>+0 
1 limx 
7. lim x*= lim e* ; 
x» +00 x->-+ 00 
1 , inx_o 
lim —Inx= lim —-=0, 
x» +00 x+> +00 
así pues, 
Al 
lim x*=e=1, 
8. > +40 
1 2 in(14+ma) 


8. lim(14mx)* =lime* 
x»0 x-»0 


1 . 
lim Lin (1 + mx) = lim 14m 2, 
xo * 0 ze 





por tanto 1 
lim (1 + mx)* e". 
x0 
PROBLEMAS 
l. lim a e: 
o Xx b 


mm VEZ V A 
a rr V3 


3. lim x — sin x 1 


0 e 6”* 


1 1 1 
lim ( A 
x-»0 20 =u)=+- 
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x 1 ) 
5 tm (12) =3: 
-1 

6 lim £-—=1. 

x-0 “tg x 

2 

7. lim (1 — x)t Ea 

PD de 2 E 
8. lim x”Inx=0 (n >0). 

xo+H 


0 
11, lim 240/00) ()_ y 
Rh=>0 a 


19, im LO+Em+E ta — 216) _ pa (9, 
h=0 


(a). 
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CAPITULO VII 


SERIES 
SERIES CON TERMINOS CONSTANTES 
1. Definición de Serie. Series Convergentes. Sea dada la se- 


cuencia de números  (4,). Hagamos 


8,=4,, 
a 

8,=24, a,+4, 

$, =, +a +... +a4,. 


Si la secuencia (s,) tiene un límite S, entonces simbólicamente escribi - 


mos esto asl: 


S$S=0,+4,+..+4,+... 


La expresión que se encuentra en el miembro derecho de estas dos 
igualdades se llama serie y (s,)- es la secuencia de sus sumas parcia- 


les. El número S se llama suma de la serie 
a, +24 +0+.. 
Se dice también que la serie 
a, +2, +2 ++. 
converge á S. Los números 


G,, la, GQ,» ese 


se llaman términos de la serie. 
Una serie que no es convergente se dice que es divergente. 
Ejemplos. 


l. a, =a 7, lg|<1 (serie geométrica),Como es sabido (ver Introducción 





Par. 4 ): Ss sp EL — ag 
: a lg "dq 1-qg' 
Como  [g|<1 entonces (Pág. 29 hlim |g?|—0, por lo que 
' n-00 
_ 4 
an TG 
esto es 





== a 4 a..., 
136 
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Ñ [o 2] 
== =Xego", lgl<i. 
Por ejemplo, das 
AN 
Y (+) 
5 da 





To dr A ER E 
por consiguiente, 


E A lo 1 E 3 ! 
$=( Gr) la) 
esto es, 
1 
E 
de donde 
== lim s,=1; 
n- 0 
Así pues, 





2. Límite de una Secuencia Convergente como la Suma 
de una Serie, Sea lim 0. =8 Entonces, haciendo 


R=00 
a,=),, 
Aa da — dp) 1=2 3, ..., 
obtenemos: 


S¡  =4 


cc +4. = 
E ATA sy + (bh, — Pr - 1), 


por consiguiente, 


Sa = Om, 
asÍ que 
lim s,=2 
n-—00 
Ó ds ES 
g=)Y, a, =/b +) Om: —0n). 
n=1 n=1 
Por ejemplo, si 
_2n+1 
Bao 
entonces 
lim o.=%: 


nu 


por consiguiente, 
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00 
3. Condición Necesaria de Convergencia. Si la serie Ya 
YA Que !c!on Necesaria dae tonvergencia,. 
z n=1 
es convergente, entonces. 


1-00 ln o, 


Esto resulta evidente si observamos que 
Ca—= Sn Sn=1: 
Efectivamente, 


lim a, = lim (S, — Sy. 1) = lim s, — lim s,_,=S—S—0, 
-» 


. R+00 n n-—00 n—on a 


La aplicación de esta condición permite, a menudo, comprobar la diver- 
gencia de alguna serie. Por ejemplo, sabemos que ¡la serie £eométrica 
00 


2” es divergente para ax%0 y |g|>1, porque 


n= 


[a,[|=/a/-147*|>]a]. 
No debe, sin embargo, pensarse que puede sacarse una conclusión in- 
00 
versa: cuando lima, =0, entonces la serie NY a, es convergente. Como 
ñn-00 n=1 


réplica puede servir la serie 
00 


Zin (147). 


a=1 


En efecto, 


lim In (14) =1n1=0, 


n 00 


Sin embargo, por otra parte, 


ln (1 +7) =192=I0(1 +1)—imn, 
por consiguiente, 


Sa =(1n2 —1n 1) + (In3—1n2)+...+([In (2 +1) —In 1] 
Sa = In (1 +1). ' 


Así pues, la secuencia s, tiende á 4-00, por consiguiente la serie 


y in (1 ++) es divergente, 


n=1 


Otro ejemplo ae serie divergente con términos que tienden a cero es la 
llamada serie armónica > . Efectivamente, si esia serie fuera 
n=1 ” 
convergente, entonces representando su suma por $, tendríamos 


lim (Syn — Sa) = lim s,, — lim s, =S—S=0. 
R=>00 R-—=—00 rn-—>+00 


1 1 1 
Pero o a dr 
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, , 2 1 
La primera parte decrece si cada uno de sus términos se substituye por am 


De aquí Sin — 5. >15=2. De donde se concluye que no es posible la igual- 


dad lim (s,, —s,)=0» 
n=>00 


05 
4. Series Acotadas. Se dice que la serie >a, es acotada si la se- 


n=1 


cuencia (s,) de sus sumas parciales es acotada. 


00 
Si la serie Y a, es convergente, esto es, si la secue:cia [s,) es conver- 


gente, entonces esta secuencia es acotada (ver el teorema de la Pág. 25). 


: e Ñ 00 . 
Esto significa que la serie a Ss acotada, así que toda serie con- 
n=1 


vergente es acotada, 


No podemos, sin embargo, afirmar sureciproca. Lo que podríamos re- 


plicar con la serie ón 


Y (—1P=-14 1141... 


n=1 


Aquí tenemos: . 
: =1+(-1 
s, =— 1, s,=0, s,=—1, s,=0,..., n= — A 
Por consiguiente, vemos que 
[s,[<1, 
. . . 2 
No obstante, la secuencia s, no tiene límite, esto es, la serie Y (—1) es 


n=1 


divergente, 


Sobre una serie acotada, de términos no-negativos, podemos establecer 
el siguiente teorema: 


Una serie acotada con términos no-negativos es con- 
vergente. 


La demostración puede hacerse de inmediato. Es suficiente con obser- 
var que por las condiciones antes mencionadas la secuencia (s,) es no- 


decreciente y acotada, en virtud de lo:cual se concluye su convergencia ( 
ver Pág. 24). 


00 
. . l . o 
Ejemplo. La serie Ns > 1) es convergente, Efectivamente, según el 
n=1 
teorema.sobre el valor medio tenemos: 


(a hy — AH (— SH 1) h(x 4-0) 7"; 
haciendo x=mn,h = -1, obtenemos para n”>1 


1 1 1 
cd ld 


Como 
0<ó< 1, 
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entonces, 
> 
por consiguiente, ? ? ¡ ? 
<a laa): 


Así pucs, 








Ape yo (rata) 
+) tara). 














de donde 1 1 
A (15) a 
Como so>! ,entonces -<1, por consiguiente, 
) 
€<i+i= 3H 


uy 
De donde se ve que la serie SN (s > 1) <on términos positivos es aco- 
n 


tada, y por tanto, convergente. "=! 


5.Series Absolutamente Convergentes. Se dice que una serie 


es absolutamente lo incondicionalmente) convergente, si 


otra serie formada con las magnitudes absolutas de los términos de la pri- 
mera es convergente, 


00 
Ejemplo. La serie) (—3) es absolutamente convergente ya que la se- 


a n=1 
P1e wm 


El) 22) 


o 


es convergente, 


Teorema. Una serie absolutamente convergente es con- 
vergente en sentido ordinario. Su suma se obtiene su- 
mando la suma de sus términos positivos con la suma de 
sus términos negativos. 


Observación. Llamaremos suma de los términos positivos de la se- 
o 0 
rie > a, (si existe) a la suma de la serie obtenida de la serie y «, al 
n=1 . , A Ñ e n=1 
substituir por cero los términos negativos. Similarmente definimos la su- 


ma de los términos negativos. 


0 
Nuestro teorema afirma que si la serie > a, es absolutamente convergen- 


n=1 
te, entonces representando por T la suma de sus términos positivos y por 
W la suma de términos negativos, obtenemos: 


S =T +w. 
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Demostración. Representemos por ta ( w, , correspondientemente ) 
la enésima suma parcial de la seric de términos positivos (negativos, res- 


pectivamente). Es claro que las secuencias (t,) y (%,) son monótonas y a- 
cotadas, ya que 


00 
lt, 1< 214,1, 


00 
1, |< 2 10,1. 


Por lo tanto las secuencias (t,) y (w,) son convergentes. Hagamos 


T = lim f,,, 
n +00 
W= lim w,,; 
n>00 


T es, por consiguiente, la suma de los términos positivos Y W la suma 
de los negativos. Observemos ahora que 


$ =1, +), 
lim s, = limf, + lim w,,. 
£-—>00 n->00 nu 
Así pues, 
Ss=T+V, 


00D 
Por consiguiente. la serie y a, “converge y su suma es igual a la suma 
n==1 
de los términos positivos, adicionada con la suma de sus términos nega- 
tivos. 


65.Independencia de la Suma de una Serie respecto al 
Orden de los Términos. 


Teorema. La suma de una serie absolutamente conver- 
gente no depende del orden de sus términos, 
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Observación. Análogamente a lo dicho antes (P4g2.13) para las secuen- 
cias, se dice que dos series difieren solamente por el orden de sus tér-- 
minos, si cada término aparece el mismo número (finito o infinito) de ve- 
ces en ambas series. 


Demostración. Representemos por s, la suma delos n primeros 


E 00 
términos de la serie  No5, obtenida de la serie > analterando el orden - 
n=1 n= 


de sus términos. 


00 
Aceptemos inicialmente que la serie y A, está formada solamente -- 


n= 


por términos no-negativos. Elijamos un número entero arbitrario m. Pues 


00 
to que todos los términos de la suma s'h pertenecen a la serie DAA 
: n=1 
Puede encontrarse un número N tal que la suma Sy Contenga todos los -- 
términos Ss, (y quizá, aún otros). 


De suerte que 


Sn <Sy> 
Pero 
sy=<S, 
esto es, 
Sm <S. (0) 


Así pues, la secuencia (s,) en no-decreciente y acotada, por consiguien 


te, convergente. Haciendo 


¿AA li , 
= lim s,, 
R—>00 


obtenemos, de acuerdo con (1) 


1 


S<S. (2) 


Procediendo análogamente, podemos demostrar que 


ad (3) 


o 
Efectivamente, podemos considerar la serie *> a, como obtenida de la se- 
n=1 


rie A al alterar el orden de sus términos, 
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De las desigualdades (2) y (3) obtenemos: 
Ss =S. 


00 
De manera análoga se procederá cuando los términos de la serie 2 a, 
sean no-positivos, ds 


Pasemos ahora al caso general (esto es, se desistirá de suponer que 


oc 
los términos de la serie Y a, tienen el mismo signo). Observemos que 
n=1 (>) (4) 
las series que se obtienen ae las series Na, y DD, al substituir sus 
n=1 n=1 


términos negativos lo positivos) por ceros diferirán solamente en el or- 
den de sus términos, y por consiguiente y en virtud de lo demostrado, 
tendrán la misma suma. Así pues, en ambas series las sumas de lostér- 
minos negativos serán respectivamente iguales, ya gue la causa del teo- 
rema anterior) ambas series tienen las mismas sumas. 


7. Series Condicionalmente Convergentes. Las series con- 
vergentes no absolutamente convergentes se llaman condicional- 
mente convergentes. 


Ejemplo. La serie 
120.1,1_1 1 1 
1433 H3 3 Hb + e. 
es convergente, ya que 
sn ad 1 
s=1, s,=0, S5=3» s.=0,..., San =0, n=F1 
por consiguiente, 
lim s,=0, 


n 00 


Sin embargo esta serie no es absolutamente convergente, ya que la se- 


rie 
1 1 1 1 1 l 
ds dd a IS id ira abr E 
es divergente. Efectivamente, tenemos: 
1 1 1 
$ =2 Q +3 +3: -+3)- 
Ya que la expresión encerrada en el paréntesis es la enésima suma de 
la serie armónica (ver P48.139), entonces 
lim S,, = 00. 
BU>0 
Observación. Se puede demostrar que Cualquier serie cordicional- 
mente convergente puede ser transformada en una serie que converge a 
un número arbitrario fijado de antemano, alterando el orden de sus tér- 
minos. Por consiguiente, si la suma de una serie convergente no depen- 


de del orden de sus términos, entonces esta serie es absolutamente con- 
vergente. 


8. Condición Necesaria y Suficiente ae Convergencia 
de una Serie. Análogamente a la teoría de las secuencias (Pág 25 ) 


puede formularse la condición necesaria y suficiente para que la serie 
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[e 2] 
> 4h sea convergente. 
n= 


Observemos que si p>0 ,entonces 
ip Sr ap 


Por tanto es válida la siguiente proposición: 


[o 2] 
Teorema de Cauchy. Para que la serie Y sea con- 


n= 
vergente es necesario y suficiente que para todo e >0 
pueda encontrarse un número N tal que para los ente- 
ros cualesguierap>0 y 12 >N se cumpla la desigualdad 


[Saro — 5.1 <e, esto es, A A . «Pano [| <e. 
Ejemplo. Sea (a,) una secuencia arbitraria con términos positivos, de- 
crecientes y que tienden a cero. Demostrar que la serie 
A A 


es convergente. 


Tenemos: 
Sarp Sn El — Ep) (p > 0). 


Aceptemos que n es par; entonces obtenemos: 


Sa+p Sa < Bp4ys 


Como 
E al Cl AR Parr) Fl ra En + ... 


y las expresiones en los paréntesis son,evidentemente no-positivas. 


Observemos, todavía que 
0 SS a+p Sn: 
En efecto, 
Sa+p n= a Ha — 


y las expresiones entre paréntesis son no-negativas. 


Puede demostrarse, análogamente, que si n es impar entonces 
TAS Sp Sn =0. 
Así pues, para cualesquier 1 y p_>0 tenemos: 
|Sn+p — Sal < 4p> 

Como lima, =0, entonces para todo número ¿>0 puede tomarse tal 

número N' que para cada n”> NSe satisfaga la desigualdad 
o Ze 

por consiguiente, para todo n >N y p>0Otiene lugar la desigualdad 
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ISa+p — 5 8. 


Entonces, nuestra serie satisface la condición de Cauchy y por consi- 
gulerte, es convergente.. 


Las siguientes series pueden servir de ejernplos: 
A o 
304 * y2'y3 
CRITERIOS DE CONVERGENCIA 
9. Comparación de Series. No siernpre es fácil investigar la con- 


vergencia o divergencia de una serie dada. Enmuchos Casos se hace uso 
de la siBpuiente proposición: 


Teorema. Si, a partir de cierto término, todos los tér- 
xl a 00 
minos subsecuentes de la serie Y a, no exceden en mó- 


n=1 


dulo los correspondientes términos de la Sent $», (b, = 0), 


entonces de la convergencia de la serie 3» se de- 

duce la convergencia de la serie 2, ta Macias abso- 
o 

luta) y de la divergencia de la serie "a se deduce la 


o 1 
divergencia de la serie Y 5 


a==1 > 


Demostración. Sea Wn aquel término, a partir del cual cada uno de 


los términos subsecuentes 4, (1 >N) satisfacen la desigualdad 
|a, | <0,. 
Es fácil ver, que haciendo 
Sn =/48,|+|0,[+.. -+]a, [E 
S=0, +A, +.. .+0,, 


obtenemos: 


Sn < Sy + Sn. (1) 


. . . - oo 
Si ahora admitimos que la serie Y b, es convergente, entonces, 


n=1 


haciendo 
00 
s= De Das 
tendremos: ds 
Ss. <S": 
de donde, en virtud de (1) ; 
Sn <Sp +S. 


Go 
Por consiguiente, la serie Y 14,1 es acotada, y por tanto convergente. 
n= 


146 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 
Así pues la serie Y 4, es absolutamente convergenie. 


De la aceptación de que la serie Y a, es divergente, se concluye la di- 
=1 
vergencia de la serie. »>] ba Efectivamente, en caso CONtES pios en virtud 
tan sólo de lo demostraao A convergencia de la serie > b, implica la 


convergencia de la serie 34 


Ejemplos. 
l. La serie +5 + 3. , es convergente, ya que sus términos son me- 
nores que los términos de la serie convergente ») Z (P4g.139) 

a=1 


2. La serie AAA es absolutamente convergente para todo x del 
intervalo —1<x<|1 , ya que las magnitudes absolutas de los térm:- 


00 . 
nos de esta serie no exceden a los términos de la serie geométrica Y |x|”. 
o n=1 


1 
3. La serie Hass 1) es divergente ya que sus términos no son meno- 


n=1 
res que los términos de la serie armónica SE 
»=1 
10. Criterio de Cauchy. Si los términos de la serie Ss, a, son no-ne- 


PA m=1 


gativos. entonces es válido el siguiente teorema: 

Criterio de Cauchy. 1) Si existe un número no-nega- 
tivo g<i1, tal que a partir de cierto término An todos 
los subsecuentes satisfagan la desigualdad; 


Y a, <q (1>N), 


entonces la serie Ya, es convergente. 


n=1 


2) Si existe un q>!, tal que a partir de cierto término 
todos los subsecuentes satisfagan la desigualdad 


Y a.>4 (a> N), 


. La - 
entonces la serie Y a, €s divergente. 
nazi 


án 


Demostración. En el primer caso tenerr:0s: 
a, <q (a > N). 
Comno la serie yy: es la serie geométrica, convergente (0<qg<1), 
entonces. de acuerdo con el teorema sobre la comparación de series, la 
serie Ya,  Converge. 


En el segundo caso tenemos: 


a=>q (an >N). 


Como la serie NYg' es divergente (g>1), entonces la serie Y a, es di- 
vergente. 
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Para las aplicaciones es frecuentemente útil la proposición siguiente, 
que fácilmente se deduce de las anteriores: 


Teorema. Si los términos de la serie Ya, som no-nega- 


tivos y si lim ya, existe, entonces 
+00 


La serie converge, si lim Y/a,<1t; 
n-—00) 

La serie diverge, si lim Ya, >1; 
rw 


silim y a, =1, entonces no es posible decir neda sobre la convergencia de 
00 , 


la serie. 


Demostración. Hagamos lim /a,_=14 
n>00 


eligiendo un número e>3 arbitrario, podemos encontrar cierto nú- 
mero N, que paran”> Nsea 


| Ya, —i h< e, 


esto es, 


I—¿< ya, <i+e, 
Si se acepta que /<1, entonces haciendo e=12, q=1+e, obtenemos: 
q<1i, y ln <q paTS an>N. 


Así pues, según el teorema anterior la serie ) a, esconvergente. 
n=1 
Si  ¡>1, entonces, haciendo 
l—1 
o q=l—a, 
obtenemos: 


>1 Ya,>qg para n>N. 


00 
Por consiguiente, la serie a, es divergente. 





nz=1 
Ejemplos. 
+ 00 —— 

l. La serie DA 1 es convergente, ya que lim Vis lim Lo, 

A=t n” n>00 n nc IE 
a = x” 

2. La serie Y ¿mes convergente para 0. <x<1, Puesto que 

.=1 


. x” : x x 
lim Va = lim —= e 
gin » n>o MA 20 
y A. 


ns 


3. El criterio de Cauchy no resuelve el problema de la convergencia de 


la serie Y as ya que tenemos: 
us1 
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n Y xs 
lim Vi=> tim ( z ]=1. 


n-»00 n-——00 Vin 


Sin embargo sabemos que para s<1 la serie es divergente (Pá4g. 146) y- 
para $ >|lconvergente (P4g. 139) 





11, Criterio de D'Alembert. Aceptemos que todos los términos de 
la serie Y a, son positivos ( en particular, diferentes de cero ), Se puede 





nt , 
formular el siguiente teorema: 


Criterio de D'Alembert. 1)Si existe un número no-ne 


gativo g<1, tal que a partir de cierto término y todos - 
los subsecuentes satisfagan la desigualdad 


On+y 
—— < 
E, (1 >N), 
entonces la serie Xa es convergente, 
n=1 
2) Si existe un número g>1, que, a partir de cierto término ay to- 
dos los subsecuentes satisfagan la desigualdad 
QAn+i1 >4 
00 An 8 (n> N, 


entonces la serie 2 %h es divergente, 


Demostración. Observemos que en el primer Casot,,,<a,g (1 >N), 
por consiguiente, haciendo  1=N+1, N-42, Ny4-3,..., N+p (p>0), obte- 


nemos; 
j Cuna <0r,14 


3 
Una < Qnja7 <= Qr419 , 


E E O E E E SA 


-) 
IR A 


= an 
Como la serie Y 2y,197' converge (94<1), entonces la serie Ya 
también converge. *” n=1 


Similarmente procedemos en el segundo caso. 
De este criterio se deduce la siguiente proposición: 


00 
Teorema: Sea que los térn:inos de la serie 2 0, son 
n= 


Gata 


positivos y que existe el límite m-¿7. Entonces 








á Gn + . 

si lim a <b la serie será convergente; 
a>0 “n 

Si lim =>1, la serie será divergente, 


noo “r 


En el Caso en que 





lim 41-21, 
n=» Un 
da sobre la convergencia de la serie. 


no es posible afirmar na- 


$ 
La demostración es semejante a la demostración desarroilada en la -- 
Pág. 147. 
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Ejemplos. 


l. La serie NE — es convergente para todo x. 


n=1 


Efectivamenie, tenemos 








, |xp0+d px p7 | 
a dl Er 


2. La serie ye — 38 convergente para 0O<x< 1, 
n=1 


Efectivamente, tenemos 





' 14 0+3 0 yn 
lim (hm) = 1 x=X. 


OS 
| 
n>wo 112+10m al 
Por consiguiente, si 0<x<!, la serie será convergente; así mismo, si 
x>!1 , a serie será divergente. 
. Mint 
3. La serie y zu 3 converge siempre pero la serie Y? mes divergente. 
n=l1 
u=l1 
Efectivamente, en el primer caso tenemos: 


, a 2 2 
lim Lt — lim >%-_—_2 
n>»wo Un Aso (+25) e <1, 


n 





y en el segundo caso 





lim L2+t — lim E o 1, 
n>»w0 Un m0 (147) e > 
PROBLEMAS 


Demostrar la convergencia de las | series: 
ys ap DE 
ns? 
n=1 3 E» l 142 Ey ESE E RÓS DE 


y ladivergencia de las series: 
Los] 


La - Luz mm Ea Ea 
SECUENCIAS Y SERIES DE FUNCIONES 


12, Definición de la Convergencia de una Secuencia Fun- 
cional. Sea dada la secuencia de funciones (ff, (x)), ' definidas en el in- 


tervalo (a, bs), Se aice que la función f (x), definjda en el intervalo (a,b), 
es el límite de la secuencia funcional ([(/, (x)), en este inter- 


valo, si para cada punto xo del intervalo (a, b) 
da n/a (x2) =/ (x,). 


Si f (x) es el límite de la secuencia (f, (x)) en el intervalo (a, b), escri- 
biremos: 


Bco 0 Fa (2) == (x). 


El concepto de suma S (x) de la serie 2 (xr). se define de manera se- 
mejante. 
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Ejemplos. 


LA =T2E); lim 7,(x)=0, — ya que 


ACI 


E A ¿lim /,() =>". 
Efectivamente, tenemos: 
Him (+2) 2)= lim ica 


£-. 0 2>0 
Pero m 
In ( ”) 
lim 2ln(14%) *= lim pal A JA 
I>0 5 Z>0 + 
z 
por consiguiente, 
: mx? A 
lim (14%) =p", esto es lim (142) =e”. 
no 
3, fat) =asin E; lim 7.(9=x. 
n= 
sin E 
Efectivamente, tenemos: lim ¿sin E ii a 
2> z> 0 j 


z 


y . Xx 
lim nsin= =x, 
a=>00 nl 


1 
4. f(x) =n(x" —1). 


Haciendo uso de ci 
— =lÍIna, 





lim 

z+>0 

Ls 

obtenemos: xr _4 
=lÍn x 





lim f, (x) == lim j 
n>00 n>»0 
1d 


13. Convergencia Uniforme, Se dice que dos funciones f (x) y p (x) 


en un intervalo cerrado [4, 5] difieren entre sí en menos que e (s>>0), si pa- 
ra todo x del intervalo (a, 6] tiene lugar la desigualdad 


14 (x)—p (x)| <e. 





+) 12 
++) 0-00. 
+++) a 
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Se dice, asímismo, yue la secuencia funcional  (f, (x)) converge uni- 


formemente en el intervalo (a, b] a la función f (x) si para todo £>0 en- 
contramos en nuestra secuencia una función £yix) tal que tada función sub- 


secuente difiera de f (x) en menos que e ,esto es 
Mn (0 —/(01|<e para a<x<b, n>N. 


Ejemplo. La secuencia (smzz) converge uniformemente a cero, 
] n 


Efectivamente, tenemos: 


jo Maz 
n 


dz 
<>; 





por consiguiente, para SE se tiene 
€ 
|o— sin nx 


E |<e. 


Observación. Es evidente que una secuencia funcional, uniformemen- 
te convergente hacia cierta función f (x) converge también a ella en sentido 
ordinario. La recíproca, sin embargo, no puede afirmarse. 


En efecto, consideremos la secuencia funcional: 
fa()=x" (0<xr<!) 


Converge en el intervalo cerrado [0, 1] a la función f (x), definida en la si- 
guiente forma. 


] para 
para pa 
Observemos, sin embargo, que para un peo e<1 , Arbitrario po- 


sitivo y para una función arbitraria £ (x) = xo de nuestra secuencia es váli- 


da la igualdad 
Ly E)=e. 


Así pues, parax= ¡Ye tenemos. 


Pero entonces ninguna de las funciones de nuestra secuencia puede dife- 
rir de f (x) en menos que e, esto es, la secuencia no converge uniforme- 
mente Á f (x). 


14 Operaciones entre Secuencias Funcionales Uniforme- 
mente Convergentes. Condición Necesaria y Suficiente 
de Convergencia Uniforme. Comparando la definición de la con- 
vergencia de las secuencias numéricas on la definición de la convergencia 
uniforme de secuencias de funciones vemos que estas últimas son la gene- 
Palización natural de las primeras. 


Muchos de los teoremas de la teoría de las secuencias numéricas fácil- 
mente se transládan a las secuencias uniformemente convergentes de fun- 
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ciones. 
1. Si las secuencias funcionales (V,(x) y dle, (x)) convergen uniforme- 


mente en [a,b], Af (x)y 4 q(x) , respectivamente, entonces: 
1) La secuencia ff, (x) +4, (x)) converge uniformemente af (x) +9 (x); 
2) La secuencia(f, (x)-9, (x)) converge uniformemente a Flo (x). 


2. Si existe un número a>0., tal yue para todo x del intervalo [a, 5] 


lp, (x)1>a, 





entonces la secuencia (£ 1. converge unitormemente a Le. 
a (x) e(x) 


Cona: ción Necesaria y Suficiente de Convergencia 
Uniforme. Para que una secuencia funcional ff, (x)) con- 


verja uniformemente en el intervalo cerrado [a, 5] ) a 
cierta fuiución es necesario y suficiente que para to- 
do e>0 pueda determinarse en la secuencia una fun- 
ción £y(x) tal que dos funciones cualesquiera, subse- 


cuentes difieran entre sí en menos que s, en el inter- 
valo [a,D]., esto es, 


165) —f,(x)]<e para a<x<b, p,9>N. 
Demostración. Esta condición esnecesaria. En efecto supongamos 
que la secuencia  (f,(x)) converge uniformemente a f (x) en (a, b), Eli- 


giendo un número arbitrario .e'> 0, puede en virtud de la definición de con- 
vergencia uniforme fijarse en la secuencia una función fn (x), tal que 


IF) —S,()]<é para  aGx<b, n>N. 0) 
Tomando ahora dos funciones arbitrarias f(x) y Ex) ubicadas en la se- 


cuencia de funciones £y bd, obtenemos 


l£, (0) —£, (0) 1=1/, (0) 4 (0440) —4, (01 1/10) 40 1+14 00) —44 601. 


De donde, en virtud de (1), obtenemos: 
Xx) —Í, (x 2e' 
Ll ) Lal p< e, para a<x=<b, p.q>N. (2) 
Haciendo ahora =>, comprobamos la necesidad de nuestra condición. 
La condición es suficiente también. Admitamos que nuestra secuencia sa- 
tisface esta condición. Entonces, como fácilmente se ve, converge para to- 
do a<x=<b ; lo que se deduce inmediatamente del teorema de Cauchy sobre 
las secuencias. 
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Hagamos 
del Fa) =/ (x). 


Sea e un número arbitrario positivo. En virtud de la suposición, en la 
secuencia existe una función fy e) tal que 
1) —F,(x)|<e Para  a<x<b, p>N, n>N; (3) 
pero 
Po La —£ (01=1(0)—£, ()] (a<x<)), 
por consiguiente, con fundamento en (3), 
IF) —S,(x)]<s para asx<b, a >»N. 
Vemos, así, que la secuencia (/, (x)) es uniformemente convergente. 
15. Condición Suficiente de Continuidad de una Función 
Límite, El límite de una secuencia uniformemente con- 
vergente de funciones continuas es una función continua. 
Demostración. Acepiemos que la secuencia (f,(x)) de funciones 


continuas, en el intervalo cerrado [a,5], converge uniformemente, en este 
intervalo, a la función f (x). Elijamos un número arbitrario e 0>0 ,Co- 
mo se deduce de la condición, existe en nuestra secuencia una función 
f(x) que difiere de f (x) en menos que e' , es decir, 


10) (01<E (1<x<0). 0) 
Sea Xx, Un punto interior cualquiera del intervalo [a,b] Como según la 


condición fx) es continua, existirá una vecindad tal del punto x ¿Jue para 
todo punto x“de esta vecindad se satisfaga la desigualdad 
La) — SEE. (2) 
Pero 
PA) Al == 1 (0) — Li (A) A 00) — Ln (0) Ha (0) —Í (0) l, 
de donde j 
LA) Y] SI) — La Y AL 0 (0) A (A) (0) |. 
Con fundamento en (1) y (2), tenemos: 
PA) —F) <E +e +e =88, 
Haciendo e=3, vemos que para todo punto Xo se encuentra una veée- 
cindad tal que en cada punto x” tiene lugar la desigualdad 
4) — Fx) 1 < e. 
Así pues, la función f (x) es continua para x = Xo: Análogamente se demues- 


tra su continuidad para x=ajfx=-b. De suerte que la función f (x) es con- 
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tinua en el intervalo cerrado [a, b]. 
Observación. Es fácil demostrar que si una secuencia de funciones 
continuas converge uniformemente, entonces su función límite no necesa- 


, j , . n 
riamente es continua. Efectivamente , haciendo £, 60 = X vemos que 


para 
lim x= 0 0Ex<1, 
l para x=1 


n-=—00 


(ver ejemplo, Pág. 151). 

Así pues, la función límite no es continua para x = 1l, 
l6.Convergencia Uniforme de las Series. El concepto de con- 
ESE A =P PERPETRADO ARA AA 
vergencia uniforme de una secuencia de funciones puede extenderse facil - 
mente a las series funcionales. Se dice que la serie funcional 2 (x) 
converge uniformemente, en un intervalo cerrado [a, hb), si la ES - 
rrespondiente secuencia funcional (s, (x)) de sus sumas parciales converge 
uniformemente en este intervalo, 

Para investigar si una serie funcional dada converge uniformemente, lo 


que frecuentemente es importante, en muchos casos es suficiente la siguien- 
te proposición, 


Condición de Convergencia Uniforme de una Serie, Sea 


dada la serie ron” Y e y la serie numérica convergente 
00 


Y a,  contérminos no-negátivos, Si a partir de cierta función fy (x se 
n=1 


satisfacen siempre las desigualdades 
[f, (x)] <a, Para n>N, a<x<b, 


lo] 
Entonces la serie IEA (x) Converge uniformemente en el intervalo [a, b]. 
n=1 


Demostración. Observemos que sip > >N, entonces, haciendo 


Sal)= Df) Y] a, 
obtenemos: e »=1 
| 5, (x) —S (0 =P. EPA na +4 (xl, 
por consiguiente, 


A EIA EA > ee +14 (x)1. 


Por lo que, en virtud de la condición 
[sp (0) 5, (4115 0,4, 8 +... +45 
esto es, 
|5,() 8, (2)]<0,—0, PLE ¿gb p>I>NM) 
Como de acuerdo con dicha condición, la serie . Y Gn Y Por consiguiente 


la secuencia  (o,), converge, entonces con base en el teorema de Cauchy 
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puede determinarse un número N tal que para p>N Y g>N' es válida 
la desiBualdad 


jo, —5,|<e. (2) 


Tomando ahora un número arbitrario N “mayor que los números N y N“ob- 
tenemos, en virtud de (1) y (:2) 


[sp (x) —s, (1) | <8 para aExX=Zb p>q>N. 
00 
Así pues, la secuencia (s, (x)), y por consiguiente la serie SY f, (x), con- 
»==1 


vergen uniformemente, 


. ; x” ; ¿ 
Ejemplo. La serie y 5 Converge uniformemente en el intervalo ce- 


a n= 
rrado [|—%,h| bajo la condición de que lA|<1 Efectivamente, tenemos: 








rR 
n <|A!”; 


. 0 
la propia serie geométrica |! converge para Jk|<1. 


n:==1 


17, Convergencia Absoluta y Uniforme de Series Funcio- 


nales, Se dice que la serie funcional Di (x) ca: nverge absoluta y unifor- 
n= 
memente en un intervalo cerrado [4% 6), si la serie A |f, (x)] converge unifor 
memente en este intervalo. Es fácil ver que si la Ss nie converge 
absoluta y uniformemente, entonces también converge 
uniformemente, La recíproca, no obstante no es verdadera . 
18, Diferenciación de Secuencias y Series. Si las funciónes 
de la secuencia V,(*)j son continuas y tiene primeras derivadas continuas 
en el intervalo (a, $] y si las secuencias ff, (x)) Y Uf; (x)) convergen uniforme - 
mente en este intervalo, haciendo 
lim a (x) =/f (x), 
R->00 
podemos aseverar que la función f (x) tiene derivada y que 
lim £, (4) =f (x). 
n-— 00 
Demostración. Hagamos 
limi = 
a (x) =p (x). 
Sea x¿ Un punto arbitrario en el interior del intervalo [a, b]. 


Por el teorema sobre el valor medio tenemos: 
n A — n <= 
[1 ATA Í oy i=1f, (40m) —p (x) [= 


=|f, (x, + 0h) — y (+0) +29 (x, +0) —p (x)1 <= 
<|f, (x, 40h) —e (o + 0%) | +] p (x, +04) —$ txo)l- (1) 
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Sea e un número arbitrario.positivo, Como la secuencia (f! (x)) con- 


verge uniformemente a (Xx) entonces existe un número N tal que para to- 
do rn >N y para todo x es válida la desigualdad 


LE, (0) —p (1 <<. 


De donde se desprende que para rn >N y para todo h, lenerr:os: 
| (7 4-04) —p (2, +08] <<. (2) 


Conio la función q (xr) es continua en lanio que el límite de la secuencia 
uniformemente convergerite de funciones continuas, existirá un número 
1 >0,tal que para todo x que satisface la desiyualdad|x'“—x,|<nqtiene lugar 


le (4) —p (ol << 


Por consiguiente, si  |Al<w entonces, tomando en cuenta que 0.<0<1, 
obtemenmos: 


(pp <> (3) 
De las relaciones (1), (2) y (3) se deduce la desigualdad 
In (Xo +2 — fa (£0) 
h 





—$ (x)|<e (4) 
para cualquier n>N' y |41< 01. 


Si se acepta que n tiende al infinito, entonces de la desigualdad (4) obte - 
nemos la desigualdad 


HHxo. +A) — 
| = => 10 ox) <=. (5) 


Así pues, nemos demostrado que para cualquier número e>0 puede en- 
contrarse un ¡y >0, tal que par: todo 0<|4|< y se satisface -la desigualdad 





(5), Por consiguiente, ES 
AMET 
in Rh —Y (xo), 

Esto es 


F (x)=9 (x,) 
Análogamente se obtiene la demostración para Xo = A y para xo = b, 


Observación, l. Si la secuencia de derivadas no converge uniforme - 
mente entonces la aseveración del teorema puede ser falsa. Por ejemplo, 
ma) 


PS tiende uniformemente a cero: la secuencia de las 


la secuencia ¡ 
derivadas (cosnxj no tiende a cero, ya que por ejer: plo, para x = O su 1Í- 
mite es igual a l. 

Observación 2. Un teorema análogo puede formularse para las se- 
ries Si las funciones 4 1) Son continuas y tiene derivadas continuas 
en [a, b] y si las series s u, (e) y 2 4 (x) convergen uniformemente, enion- 


n= 


ces haciendo 
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S(9=Yu, (1, 


n=1 


00 
tendremos: S (x) = Y a, (x). 
n=1 
19 Series de Potencias. Sellama Serie de potencias a 





00 
una serie de la forma  —Ya,x”. Es una serie funcional con términos 
n=0 
Le (1) =4,:”. 
Ejemplos. 


Ed E 


E 


8 


3, Nx 
m3. 


n=1 


' 


00 
Teorema. Si la serie de potencias )) 4,x” converge para x=x,>7+0, enton- 
n=0 


ces en todo intervalo cerrado alojado en cl inierior del intervalo ¿—|xol, |x,1), 
converge absoluta y uniformemente. 


a 


Demostración. Consideremos el inturvalo cerrado [—h, k] (k>0), alo- 
jado en el interior del intervalo (—|x,|, |x, |). Sea x un punto arbitrario del in- 


tervalo [—A,k] , por consiguiente, ¡x|<h. Observemos que por la condición 
00 


dada, la serie 2, a,x5 CONVerge, y por consiguiente, 
lim a, xp =0, 


n-=>00 


puesto que la secuencia (a, 4; en tanto que convergente, es acotada, De suen- 


te que existe un númeroM>>0, tal que para todo n es válida la expresión 


(a, | <M. 
Como Ax” =0,x% (3) , entonces 
As a x |? x |. 
[an | =10,x0 | [E <m| 2). 0) 








Pero 0<Rh<|x,], por lo que lar serie geométrica, Y M [jes conver¿¡ente y 
por consiguiente, la serie 2, 12.” | converge uniformemente para 

lx] <k, pues sus términos en virtud de (1) son menores en módulo que 

los términos correspondientes de la serie convergente 23M EI lo que por 


el teorema de la Pág.154 es suficiente para la convergencia uniforme. 


20. Radio de Convergencia de una Serie de Potencias. Del 


teorema antes demostrado se deduce que si para cierto x = L la serie 
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>, a,” diverge, entonces para todo x, para el que Ix]>]Z], la serie 
Al a,” también diverge. De donde, haciendo uso de la teoría de los nú- 
meros irracionales llegamos a la conclusión de que si la serie no es con- 
vergente para todos los x, entonces e! conjunto de tales valores de x. para 
los que la serie converge, forman un intervalo con centro en el punto x=0, 
Representando por R el extremo derecho de este intervalo, vemos que 
si |x|<R, entonces la serie 5 a,** es convergente y si |x| >R, la serie 


om , ”=0 
> a,x” será divergente. 
n= 
De suerte que puede formularse el siguiente teorema: 


00 
Teorema. Si la serie Y a, no es convergente para todos 
»I= 
los valores de x, existet tal námeroR=>0para el que la 
00 : d 
serie Ya converja para lx]J<R y diverja para Ix|>R. 
n 
Parax=x+R la serie puede ser convergente o diver- 
gente, 
El número R recibe el nombre de radio de convergencia de la 
00 00 
serie Y 1 . Si la serie 2 a,x” converge para todo x, se dice que su 
n= = 
radio de convergencia es igual a +0s. 
21. Continuidad de la Suma de una Serie de Potencias. Co- 


mo una serie de potencias es uniformemente convergente entodo intervalo 
cerrado, completamente alojado en el interior del intervalo (—R, R), entonces 


La suma de una serie de potencias es una función con- 
tinua para todos los valores de x de módulo menor que 
el radio de corvergencia. 


Observación. Si la serie de potencias converge donde quiera, enton- 
ces su: suma es una función continua donde quiera. 


221 Cálculo del Radio de Convergencia. Para determinar el ra- 
dio de convergencia es suficiente, por lo común, usar uno de los siguientes 


teoremas: 


Teorema: 1, Si existe 


lim /l2,]=8 


ñ-»00 


y g£7%0, entonces el radia de Convergencia de la serie 
Ses será el número 
n= R=1 
rá 


Si g=0, entonces R=-+00. 
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Teorema 2. Si existe lim |fe+2 
eo An 


y g%0 entonces el radio de convergencia de la serie 


—£ 





8 


ax” será el número 


R= 


%|- 


Si g = 0, entonces R=-boo. 


Demostración. La demostración del teorema 1 se desprende inmediata 
mente del criterio de Cauchy (Pag. 147). Efectivamente, tenemos: 


lim ? < Mia dle xk 
EE em | Ago Vi¡en1-1x1=2-1x|; 
por consiguiente, la serie Y ja,*"| converge para £lx|<1 (esto es, 
- ¡2=0 
1 . : e 
para [x)<z) ) y diverge para gx ]>!. lesto es, para lel>z ), Ve - 
mos así que 5 es el radio de convergencia, Si g = O, entonces2-|x|=0< 1 


por consiguiente, la serie siempre converge. 


Análogamente, con apoyo en el criterio de D'Alembert (Pag,148), pue- 
de demostrarse el teorema 2, 


23, Diferenciación de Series de Potencias. Diferenciando - 
término a término la serie de potencias 


o ' A 
y Q, , (1) 
mo=1 
obtenemos una nueva serie de potencias: 
> a | 
y up (2) 
sn=1 


Puede demostrarse la veracidad de la proposición siguiente. 


Teorema. Las series (1) y (2) tienen uno y el mismo ra- 
dio de la convergencia. La suma de la serie (2) es ¡igual 
a la derivada de la serie (1) para todos los valores de 
x menores en módulo que el radio de convergencia de - 
estas series. 


Demostración. Admitamos que R es el radio de convergencia de la serie 
Tomemos un número arbitrario A, que satisfaga la desigualdad |x|<ou<R. 
Como 

lim Y a=1, 


eo 
existirá un número N tal que para todo >> 


por consiguiente, Y na< ej , 
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la, || Yaxl<]a,|a”. 


0 = 
Dado Que los términos de la serie 2 |a,, | Wax" no exceden los términos 
de la serie convergente IS * entonces la serie 2 nanx” con - 
verge absolutamente. Dividiendo esta serie entre x vemos que la série 
$ na,x*”* es también absdutamente convergente para todo |x]<R. 


o 
Aceptemnos ahora que |*|>R , Puesto que la serie Y» |a,| |x|" es di- 
n= 
. 2 1d 
vergente y sus términos son menores que los de la serie 2 ala,| |: en 
ER 


tonces esta última serie es también divergente, de donde se infiere que 
00 

la serie PL la, | |x"-"] es divergente para Jx|>R. Así pues, el radio - 
>rn= 

de convergencia de la serie (2) es también R. 


Si 0<r<R , entonces la serie (2) converge uniformemente en el in- 
tervalo [—+, r? ,» Y Por consiguiente, de acuerdo con el teorema sobre la - 
diferenciación de series (Pág. 155), su suma es la derivada de la suma - 
(1). Como r puede ser un número positivo arbitrario, satisfaciendo úni - 
camente r<R, entonces la suma de la serie (1) posee dondequiera en el 
interior del intervalo (—R,R) derivada, que es la suma de la serie (2). 


Obser vación. El teorema demostrado es válido también con res - 
pecto a la serie obtenida de la serie (2) mediante una diferenciación ulte 
Fior. 


Ejermplo. Como se sabe, 


1 
Pa RL, [4 <t 
por consiguiente, 
> 1 
142434... +nx* a lx [<1, 
e IA 

24, Serie de Taylor. Sea f (x) una función continua, definida en el 
intervalo cerrado [a, 6], con derivadas de todos los órdenes, continuas - 
también en este intervalo. Representando por Xo» hh dos puntos ar- 


bitrarios del intervalo (a, b) y por un número natural arbitrario, obtene 
mos según la fórmula de Taylor (Pag. 113): 


A A E TAMOS 
siendo 
Ra (6 == ES" (2,40) = E y (101 7% (2, 4-08), 
0<0<1, 0<8P<I1 


E E ER E ESTER 
Le serte 2 el es convergente ya que 0<a<R. 
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Puede suceder que para un crecimiento ilimitado de n, la expresión 
Ra, (Xp, KR) tienda a cero, es decir que 


lim R, (%,, A)=0, 
R-—00) 


En este caso la serie infinita 
hos 
FOIE TI AI ARS A +. 


converge al límite f(x, +A). Tenemos, así, 


Ro ?R hr 
Fe +A) =S (Xx) +34 A X)+... nr di (x) +... 
la serie en el miembro derecho recibe el nombre de Serie de Tay- 
lor, Así pues, hemos demostradó la proposición siguiente: 


Teorema. Si la función f (x) y sus derivadas de todos 
lor rdenes son continuas en el intervalo cerrado la, 0] 
Y Xy XA +4 son dos puntos arbitrarios de este interva- 


lo, entonces 


TOS IA SRA ES A A 


=S IE NI a, 


n=1 


Py 


bajo la condición de que el término del residuo R, (x, h) 
de la fórmula de Taylor tienda a cero, cuando n crece 
ilimitadamente. 


Observación, Siel intervalo [a, b] conliene al punto x = O, entonces 
substituyendo OU en lugar de X, y Xx en lugar de h en la serie de Taylor, ob- 
tenemos 


NO=10+HFO04+FMO+ PIM O+ 
=f (0) + y5 fe (0), 


s=1 


dajo la condición; lim R, (0, x)=0. 
R-—>00 


Esta es la llanaúa Serie dde Maclaurin. 


El teorema arriba formulado tiene un valor fundamental, 
Proporciona el desarrollo de la función f (x) en una serie de potencias 
Ccuanao el térrriino del residuo R, (Xx, A) tiende a cero, 


Observación. En particular el término residual tiende acero cuando 
las derivadas de la función son acotadas en Su totalidad en el intervalo 
[a, b], esto es, cuando para todo natural n y para todo x de este intervalo 
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[FP (x)] LM Efectivamente, en ese caso tenernos: 
[Ra (o, a1=|% 40 (+08) | <M Er, 
y como 


lim ME =0 


B-=>00 
(ver Pág. 30), tendremos 


lim R,, (x, h)=0, 
R->00 
Ejemplos. 


7 x E 
1, € 1H GH EH ++. 


para cada x. 


3 y pa yan + 
2. n= —F FF ss + (—1) yt: 


para cualquier x. 
— 1 2 e e q 
3. cosx—=1 ati + +A 


para todos los x. 


4. 1 =E_E 8 
MA E e y 2 


para 1<x=<-+1. 


5, a =1 + (7) (B)0+ (0) ++. 


para |IxJ]<1! y p arbitrario. 


Demostración. !. La función e* es continua en el intervalo cerrado 
[— 4, 4]. (A es un número arbitrario positivo) así como sus derivadas 
de todos los vUrdenes, ue coinciden con ella. Por tanto las derivadas de 
todos los órdenes son acotadas en su totalidad, a saber 


FM] <es, 
para todo número natural n y para todo x del intervalo [—A, A]. 
Por consiguiente, en virtud de la observación anterior la serie de T'ay- 
lor es convergente para —A=x=<A ,es decir, para todo x ya que A es 


un número arbitrario. 


2,3. Las mismas consideraciones en relación con las funciones sen Xx y 
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cos Xx. pues las derivadas de todos los Órdenes son continuas y en módu- 
lo no exceden a la unidad. 


4. La función In(1-+x) Y sus derivadas de todos los órdenes son conti- 
nuas en todo intervalo cerrado que no contenga al puntox=—1 El término 
residual de la fórmula de Maclaurin, para esta función tiene la forma 


(Pág.118): 
pa (1-07 


—(—31+1 
R, (x) =(— 1) ar A» 


xn 
AE 1 
siendo 0<0< 1, 0<0<1. 


Haciendo 0<xx< 1 , 0Obtenemos 


xr 
RA 
por consiguiente, 
lim R, (x) =0. 


n—>00 


Así mismo, Si ¿sx<0(0<e<1), entonces, haciendo —x=4u, 


obtenemos 


, - r 
1— ey —i (1 == Ny, =( 1-0 ==) 1 u 
¡2 0l= Gr | === (10) T=V4 


Como 0<V%:i<0%<1 , entonces 0<1—09<1—O4 , por consiguiente 


1—o0 
0< 3 <1 


De estas desizualdades obtenemos: 


N 


e 


IR 1< E < E sE, 


Como 0<e<1, entonces lim e” =0, y por consiguiente 
n->00 
lim R, (<) =0. 
n 00 


Como € es un número arbitrario positivo, menor que la unidad, hemos 
demostrado la validez de la fórmula de Maclaurin para la función ln (1 +4 x) 
en el intervalo —1<xx<lo. 


Para x=-—1 obtenemos la serie lo a 


que, como sabemos, (ver Pág. 139) es divergente. 


5. La función (1+x” es continua, en conjunto con sus derivadas de todos 
los órdenes en todo intervalo cerrado que no contenga el punto r=-—1. 


El término del residuo de la fórmula ue Maclaurin para esta función 
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(P4g.118) tiene la forma 


R, (4) = (5) (1 += (2) (1 A EA 
0<0<1, 0<0<1. 
Si <x<e<1,entonces, usando la primera forma del residuo, obtene- 


mos: 
R (9) 2D AP =D xn 
n 


1.2...n "(FP 
por consiguiente para 2 >P 
IR, 017] L3D5|... eE. 
como 
OR 
tendremos 


lim [2794] ="<e. 


k=>0 


Existe, por consiguiente, un número K tal que para k >K será 


[225 <0. 


Haciendo rn >p y n>K obtenemos: 





¡R, 91<|T El: [24]. PL 2 En Ka, 

y como 

lim e*X-*=0, 

no 
tendremos 

lim R, (1)=0. 

n= 0 
Si | 

—e<x<0(0<e<1), haciendo x=-—u y empleando la segunda forma «el 


residuo, obtenemos: 
R, (x) = =P ne A A — y (1 PO e, 


así que 


Ra (x)= PP do — e 2 yo (1 — 0)?" —ay, 


..(1n— D 1-6 


de donde 
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IR, (x)1= 
oe. [Ej ey (Fe): 


1— 0 
como sabemos, no es mayor que la unidad (ver P4£.163 ) será suficiente 
con comprobar que 


Nim [pa] (202 |[£28|... [pe=2+DH1_0 


n—1 


Como (1 —0' up" esta comprendido entre l y (l—ep-!, (==) 


La demostración es la misma como la del caso anterior. 

Como € es un número positivo arbitrario, menor que la unidad, se de- 
rnuestra efectivamente, la validez ue la fórmula de Maclaurin para nues- 
tra función en el intervalo 

—1<x<l. 

Observación. Aplicando el último desarrollo obtenemos las series: 

=p ee, 
2 e) 
da da a dd dd ER 





run 








Convergentes para —1<x<l. 
PROBLEMAS 


1. Demostrar la validez de los siguientes desarrollos . 


ar (2x)* (2x)” 
2 a e REI ás 
ex — en* 


xx qan+s ] 
2 =T ++ Stay +t 
Ie em 


sin? x= 





(14 mW 1— Ro o laPñÑKÉ..., ixi<t; 
Y e, pan mn I<k 

arctg =x = FE GH + e +(—1 pr » |x < , 

e 1-3x* 
VIP ER FRE qe lx |< k 
y 1-3-5 
da Pl [x]< 5 
1. 2 
(arcsin ES Ix|<l 


2. La función tg x tiene un desarrollo convergente para lx1<$ 


+) Se diferencian ambos miembros de las igualdades. 
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B2(2P=1),, 82(2%—1) 
tgx= — cd a TRENES e 


A 


Determinar las constantes B,, Ba, By, llamados núm eros de 
Bernoulli. 


3. Demostrar la validez de los siguientes desarrollos: 
COS x sin x 





sin (x + h) = sin x + 3 +. E 
ia a Pe 
In(x+4)= 5) + Mao ¡A[<[x[. 


4. Si se requiere resolver la ecuación f (x) = O entonces representando con 
xo un valor appoxwmado de una raíz (obtenida, por ejemplo, por tanteos) y 
cón *%+% la raíz desconocida, obtenemos: 


0O=f(% + A=f/ (2) HAS UA 
Si h es suficientemente pequeño, entonces despreciando los términos que 


contienen /?,A* ,etc., obtenemos: 


0=f (% +2) =$ (xo) +1 (5), 


de donde f() 
ASF (a) 
Así pues el nuevo valor aproximado de la raíz buscada tiene la forma 
ps; 


Con el valor aproximado obtenido puede procederse como antes y calcu- 
lar una nueva aproximación, etc. El método descrito fué propuesto por 
Newton. 


Resolver por este método las ecuaciones: 


A de 
sin x= x; 
lax=x 


CAPITULO IX 


FUNCIONES DE DOS VARIABLES. 
CONCEPTO DE FUNCION DE. DOS VARIABLES 


1. Conjuntos planos. Dominios. Se dice que un conjunto - 
de puntos es un conjunto plano, si los puntos de este conjunto es- 
tán en un plano. 


Un conjunto plano es restringido siexiste un círculo que lo- 
contenga en su interior, Un segmento, un triángulo, etc., son conjuntos 
restringidos. Una línea recta no es un conjunto restringido, 


Vecindad de un punto P es la interioridad de todo círculo con -- 
centro en P. Si un punto de un conjunto dado posee la propiedad de que 
exista cierta vecindad suya totalmente perteneciente al conjunto, enton- 
ces tal punto recibe el nombre de punto interior del conjunto dado, 
Un conjunto formado exclusivamente pof puntos interiores recibe el -- 
nombre de dominio abierto ó brevemente, dominio. Los do- 
minios más simples son: la interioridad de un triángulo, de un polígo- 
no, de un círculo, de una elipse, etc. 


Se dice que un dominio es conexo si dos cuglesquiera de sus pun-- 
tos pueden unirse mediante una linea quebrada '' integramente alojada - 
en el dominio dado. Todos los dominios antes mencionados son dominios 
conexos; el dominio representado por las interioridades de dos círcu-- 
los que no tienen ningún punto en común no es conexo. El conjunto que - 
obtenemos al excluir de un círculo la circunferencia y un diámetro tam 
bién es ul dominio no conexo. 


:2, Puntos de frontera. Dominios cerrados. Un punto, - 
no perteneciente a un dorninio, se dice que es frontero si cada una 
de sus vecindades contiene puntos pertenecientes al dominio. El conjun 
to de todos los puntos fronteros se llama frontera de este domi- 
nio. La frontera de la interioridad de un políguno, de un círculo, etc. 
son respectivamente, la polígonal, la circunferencia, etc, 


El conjunto formado por el dominio y su frontera se llama domi - 
nio cerrado. 


3, Dominios dados mediante desigualdades. Es fre-- 
Cuente encontrar dominios definidos de la siguiente manera, 


Sea que se tienen dos funciones definidas y continuas en el interva 


lo cerrado [a, bj; 3=/(0, J= (0). 


+). z a 
Si en el plano tenemos un número finito de puntos Ar» Az» Az» Sie An 


en j 
tonces el conjunto de segmentos Ar» Ap» AJA» ae An-An Aa E 


línea quebrada que une los puntos A, y An 
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Aceptemos adeinás que 
p (x) <F (x) a<x<ob. 
Esto significa ( Fig. 38) que la gráfica de la función f(x) se encuentra - 
abajo de la gráfica de la función — (x) ( con - 
exclusión, quizá, de los extremos del interva — 
lo, en los que es posible  f(x)=p (x)). 


El conjunto de los puntos (x, y) que satis-- 
facen las desigualdades: 






a<x<b, 
P (0) <y <F (x), 


forman un dominio conexo y le sirven de fronte 
ra las gráficas de las funciones f(x), p(x) y los - 
segmentos rectiílineos que unen los correspon- 
dientes extremos de estas curvas. Es evidente ( Fig. 38 
que en algunos casos estos segmentos se reducen a puntos. 





Obhsccarnmono 





' 
e 
1 
' 
' 

a 


PROBLEMAS 


Mostrar los dominios dados por las desigualdades: 


L—=1<x<1, —VI=ZA<y<YT3H; 
2.0<x<1, *<y<xo+ 1; 
y 
3, 1<x<3, 3-VIx— 423 <y<3 + VIA =3 


A —1<x<1, 0<y<1!—Ix); 


L0<x<L  0<y<1 lx=y1>+. 


Observación. Es común encontrarse con un dominio cerrado de- 
finido por las desigualdades: 
a<x<b, a¿<y<b. 


Este, evidentemente, es ur: rectángulo con vértices(a, a), la, b”), (b, a), 
(b, b7, 


4. Funciones de dos variables. Sea E un conjunto arbitra- 
rio de puntos del plano OX Y. Se dice que una función está definida en el 
conjunto E, si cada punto (x, y) del conjunto E está en correspondencia- 
con un número real z. 


La dependencia funcional se representará como antes por: 
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2=f(x, y), 2=p(%, y) 


Los números X, y, se llaman variables independientes, - 
el número z variable dependiente; en cuanto a la función f(x,y) 
se dirá que es una función de las dos variables independientes x, y, de- 
finida en el conjunto E. Generalmente el conjunto E es un dominio ---- 
abierto o cerrado. 


Ejemplos de funciones de dos variables: 


Ll, =x4y para todo x, y. 
2. 2 =Y1— xy para xX*+y<l!. 
_ 1 
ESE OY para  0<x<1,1<y<2, 


Si la función f(x, y) está definida solamente por una fórmula, con- 
siderarerm:os que el conjunto E está formado por aquellos y solamente 
aquellos puntos ( x, y) para los que la fórmula define un valor de la.--- 
furción. 


5. Interpretación geométrica de una función de dos 


variables. Tomemos, en el espacio, un sistema de coordenadas -- 
OXYZ. Por imagen de la función z =f(x, y), definida en el con- 
junto E, tomamos el conjunto de todos los puntos (x, y, z) (superficie), - 
donde xXx, y son las coordenadas de los puntos del conjunto E, y z=f(x,y), 


Ejemplos. 
l. 2=1l—x—y ( Fig. 39 ) 


La imagen geométrica es el plano que pasa por los puntos (0, O, 1), 
(1, 0, 0), (u, 1, O). 





Fig. 39 Fig. 40, 


2.2 =Y¡—e—y *4+y<1 (hemisferio; Fig. 40 ). 


3. 2¿=x+y* [ paráboloide de revolución; Fig. 41). 


Si la función f(x, y) es definida en el rectángulo 4<x<b, 
a<y<b' entonces, haciendo. — x=x (a<x,<D), la expresión «=f(x,, y) 
puede considerarse como una función de una variable y, definida en el - 
intervalo ( a”, b7, 
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Tomemos en calidad de ejes cordenados O'Y*Z' sobre el plano x=x, 
las intersecciones de éste con los planos OXY y OXZ. Elijamos las mis-- 
mas direcciones de los ejes OY y OZ para los ejes O'Y' y O'Z' (Fig. 42). 





Fig. 41 Fig. 42 


Construyamos, sobre el plano O'Y'Z*, la gráfica de la función z' = f(x,y); - 
Evidentemente, esta gráfica es la línea de intersección de la superficie -- 
z = f(x, y) con el plano 


Si lafunción f(x, y) varía regularmente, entonces, trazando estas sec- 
ciones con presic ón adecuada, podemos representar con sudiciente clari- 
dad la imagen geométrica de la función z = f(x, y). 


Podemos$ estudiar también las intersecciones de la superficie con pla 
nos paralelos al plano OXZ, La suposición hecha en el sentido de qué la - 
función está definida en un rectángulo no es, evidentemente, obligatoria; - 
la misma imagen puede estudiarse Cuando la función está definida en con-- 
juntos planos arbitrarios. 


Ejemplos. Investigar las intersecciones de las siguientes superfi- 
cies con planos paralelos a los planos coordenados OXZ y OYZ: 


l. 2=xy ( las seccicnes son rectas ). 
2 2=x—y [ las secciones son parábolas ), 
3. 2=xy l las secciones con planos paralelos al plano OXZ son -- 


rectas, las secciones con planos paralelos al plano OYZ son parábolas. 


6. Líneas de nivel. Línea de nivel de una superficie z=f(x,y) 
es la proyección, sobre el plano OX Y, de la inter- 
sección de esta superficie con un plano paralelo - 
al plano OXY. En otras palabras, una línea de ni- 
vel es el conjunto de todos los puntos ( x, y) en los 
que la función toma un mismo valor. Trazando una 
serie de líneas de nivel y observando los valores - 
adquiridos por la función, obtenemos una represen 
tación más o menos exacta de la variación de la — 
función (. Fig. 43 ]). 
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PROBLEMAS 
Determinar las líneas de nivel de las superficies: 


112=V1-=2=3H, 


Las líneas de nivel son círculos, con excepción del valor z = 1, para - 
el que la línea de nivel se reduce a un punto ( Fig. 44 ), 


2. 2=3x* + 2y* ( elipses confocales ). 


3 2=xy ( hipérbolas ). 


LIMITE Y CONTINUIDAD DE UNA FUNCION. 


7. Definición de límite. Se dice que la - 
secuencia de puntos con coordenadas ((x,, y,)) tien- 
de a un punto lx» y¿) si 





. lim x, =*, y lim y, =Yp- 
Fig. 44 n>w0 n+0 
Además la distancia da entre el punto (X,> y pis 


de la secuencia y el punto límite ( Xo: Yo ), cuando n crece ilimitadamente; 
tiende a cero 
lim d,=0, 


no 


d, ==> ) (£,, — xp) + O, —Y.)"- 


Recíprocamente, Si lim d,=0, la secuencia de los puntos (x,, y.) tien 


18-300 


ya que 


de al punto ( xo » Yo ), 


Sea la función z =» f(x, y) definida en cierta vecindad K del punto (Xx Y 0) 
con exclusión, quizá del propio punto ( Xo> yo): Se dice que g es el límite 
de la función fI(x, y) cuando x é y tienden, respectivamente, á Xo + Yo: 7 
si para toda secuencia de puntos — ((x,, y,)), diferentes de ( Xo» yo) pertene- 
cientes a la vecindad K y que tienden a ( Xo Yo ), tenemos: 

Be Fm Y) =8E. 

El límite se representa por: 

lim f(x, y)=8. 


X+Xo 
Y >X0 


_ Observación. El lector podrá fácilmente comprender el significado 
de los símbolos: 
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limf (x, y)= +0o, limf (e, yJ)=8, lim f(x, yJ)= +0 
0% e mee 


Ejemoplos. 





1. lim (x* — y?) =— 2. 
rr 3. tía A =1. 
y>2 y>i 
: 1 
3. ale im =——a= +oo, 4. lin ¿7 4=0, 
pue: J>0o 


8. Teoremas sobre límites. Para una función de dos varia--- 
bles puede demostrarse multitud de teoremas análogos a los obtenidos pa- 
ra las funciones de una variable. La dernmostración de ellos se hace por los 
mismos métodos. 

Teorema Para que un número g sea el límite de la- 
función z =f(x, y) cuando (x, y) tiende a (> y)» es necesa- 
rio y suficiente que los valores de la función en los -- 
puntos suficientemente próximos al punto (xo » Yo) difie-- 
ran tan poco como sea deseable de g; Ó, en otras palabras, - 
que a todo numero g>0 pueda ponerse en corresponden-- 
cia una vecindad del punto (xo » Yo) tal que el valor de - 
la función en un punto Cualquiera de esta vecindad (di- 
ferente, sin embargo, de (x, » yy) difiera de g en menos - 
que e 

Para las funciones de dos variables son válidos también los teoremas 
sobre el línite de la suma, el producto y el cociente, similares a los co-- 


rrespondientes teoremas de las funciones de una variable. Asímismo, es - 
verdadero el 


T eorema. Si 
lim f(x, y) =g 
XX 


Y Yo 


y Ssig>0existe un número a>0y la vecindad del puntol Xx,» 
yo) en cuyos puntos ( con la posible excepción del punto xo» yo) )- 


tiene lugar la desigualdad 


Hx, y) >a. 
. Continuidad. Continuidad E E Se dice que la fun_ 


ción z = f[x, y) es continua en el punto ( xo A Yo ) si está definida en este - 


punto y en uno cualquiera de sus veisabiss y 


FUNCIONES DE DOS VARIABLES 173 


lim(x, y) =£ (Xp, Yo). 
X=>Xo 
y >Yo 
Ejemplos. Las funciones Z=X+Y, ¿=x!t—y! son continuadas - 
donde quiera, 


Observación. Si lafunción z =f(x, y) está definida en el conjunto E 
se dice que es continua en el punto ( Xo a Yo ), del conjunto E, con respecto 


a este conjunto, si para toda secuencia de puntos Uta Y) pertenecien- 
tes a E y convergentes a ( xo» Yo ), tenemos 


lim Í (5, Y ») =f (Xp, y,). 


Si la función es continua en cada punto del conjunto E, con respecto a 
este conjunto, se dice brevemente, que es continua en E. 

Así que, si por ejemoplo, la función es continua en un don. inio cerrado 
9, entonces en los puntos interiores de él es continua en sentido ordinario 
y en los puntos fronteros es continua con respecto al conjunto Q 


Es posible formular teoremas y definiciones semejantes a los expues- 
tos paralas funciones de una variable, por ejemplo teoremas relativos a - 
la corttinuidad de la suma, el producto y el cociente de dos funciones conti 
nuas. 

a) Sear:, una. función f(x, y) definida en un dominio Q y un puntolx., y ¿) 


perteneciente a y . Entonces, la condición necesaria y suficien 
te para la continuidad de la función en un punto (Xx, » Yo)» 
con respecto a Q , consiste en que los valores de la fun 
ción en puntos suficieltemente próximos al puntolx,, Y 
[ pertenecientes a Q ) difieran tan poco como se quiera del 
valor de la función en el punto UXo + Yo ), En otras palabras, - 
que a todo número e>0 pueda seleccionarse una vecin-- 
dad tal del punto xo » Yo) para la que los valores de la - 
función en los puntos de ésta ( pertenecientes a Q) difieran 
de Ax,» yo) en menos que :.. . 

b) Una función, definida en un conjunto Z arbitrario, esuniforme-- 


mente continua en él si los valores de la función en los puntos sufi-- 
Cienternente próximos de este conjunto difieran entre sí tan poco cuanto -- 
se quiera, es decir, si para todo número g£>>0 se encuentra cierto número - 
1>0, tal que los valores de la función en dos puntos cualesquiera del con- 
Junto 'Z, cuya distancia entre sí sea menor que y » difieran entre sí en me 
nos que e, 

c)Si la función es definida y continua en un dominio 


9 Pestringido y Cerrado, entonces: 


1) es acotada y uniformemente continua en este domj. 
nio: 
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2) adquiere, por lo menos en un punto del dominio- 
9% un valor máximo y en otra punto, por lo menos, un - 
valor minimo. 

3) si se acepta que el conjunto de los puntos inte-- 
riores del dominio y es' un conjunto conexo, entonces - 
la función adquiere todos los valores comprendidos en 
tre el máximo y el mínimo. 


d) si una función, continua en un dominio cerrado Q , es positiva en -- 
algún punto de este dominio, existirá cierta vecindad de este punto y una - 
constante a>0 , tal que en cada punto de esta vecindad ( perteneciente a - 

Q ) tiene lugar la desigualdad 


Fx, y)>2. 
DERIVADAS PARCIALES. 


10. Definición de las derivadas parciales. Sea una fun- 
ción z =f(x, y) continua en la vecindad de cierto punto (x, y). Represente- 
mos con Áx el incremente de la variable x. 


Az=f(x+4Ax, y) —f(%, y). ” 


El límite ( si existe ) de la razón E cuando Ax, tiende a cero re- 


Hagamos 


cibe el nombre de primera derivada parcial con respecto á x. - 
Esta derivada parcial se representa con el símbolo: 
Oz 
dx F, (x, y)» 
AsÍ que, 


f(x, y)= 2 — tim pts A HN 


Análogamente se define la E cla con respecto á y : 


, 02 f(x, y + 0y) —/f (x, y) 
fy 5 3)=3,= lim, Ay y 
Ejemplos. 


l. z=5x* 4 8xy* 4 y; 
0z 
a Ó y= = 16xy + 3y*, 


2 ¿=> Oz __ Es x 
cy? 0 yr 5 (Ey A" 





so 


Ll == ———_» 
Vx—Vy 
Oz 


a e 
EIA VOY VIVE V 
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3. 2=y sin x 4- cos (x — y), 


92 =J Cos x — sin (1 — y), Sy =sin x 4 sin (1 — y). 








Y, 2=xye"*", 


%= “v+o E =*Yg(1+2y). 


ll, Derivadas parciales de segundo orden. Si se admite- 
que las funciones E y A, existen en la vecindad de un punto (x, y), puede 


suceder que cada una de éstas tengan derivadas parciales con respecto á x 


y con respecto á y. Estas derivadas parciales se representan con los sím- 
bolos: 

o, A ” __0% Y, ' Oz 

a la a dx — dy ox? 

Se —f" of 9% 


1) 


ay dy ar 


Ejemplos. 


1. 2=x*4-4x%y 4-7xy + 1, 


Tenemos: 
% —4y 4 8xy' 47), y= 12:%y*4+7x, 
por consiguiente, 
“—12448y, y = == +7, A =?2xty, 
2. Z=sen Xx COS y, 


0z Oz _. s 
dx “OS x Cos y, y sSinxely, 
%z ; oz Oz dz 
di — Sin x cos y, oy yor os «sin y, dy = — sin x cos y. 


En ambos ejemplos obtenemos 


de __ 0 
Oxdy “0ydx” 


Como veremos ahora, esta propiedad pertenece a toda función flx, y) - 
que satisfaga ciertas condiciones generales. 
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12, Teorema sobre el cambio del orden de la diferen 
ciación. Si en la vecindad de un punto (x,y) existen las 


derivadas 1 y e y sor continuas, serán iguales en- 


tre sf, en este punto. 


Demostración. Consideremos la expresión 


u=f (14 Ax, y + Ay) —F (x, y +49) —Í (4 Ax, Y) Hz, y), 
donde  Áx, Ay tienen algún valor constante. La expresión 
Fx, y + Ay) —f (x, y) 
puede considerarse como una función de las variables x é y. Sea 
p(x, y) =/ (x, y 4 Ay) —Í (x, y). 
Entonces 
p (4 Ax, y) =/ (0H bx, y + y) —S (x + Ax, y). 
Así pues, 
u=9 (x 4 Ax, y) — p (x, y). 


Considerando constante á y, Obtenemos de acuerdo con el teorema sobre el 
valor medio 


u=Ax-p, (x4-0Ax, y), 
siendo 
Pe, y) 8, (x, y + Ay) —£, (x, y). 
Substituyendo en lugar de x la expresión x+04x, Obtenemos: 
u= Ax [f, (1 4-0Ax, y + Ay) —£, (x + 0Ax, y)]. 


Aplicando, nuevamente, a la expresión dentro del paréntesis el teore- 
ma sobreel valor medio, obtenemos: 


a=4Axdyf y (x404x, y +0'Ay). 
Si inicialmente hubiésemos hecho 
P(X, y) =/ (Ax, y) —F (x, y), 


(1) 


entorices, procediendo de manera análoga, habríamos obtenido 
u=p (x, y + Ay) —Q (x, y), 
y después 
u=Axdyf,, tr4-0,Ax, y +-0/4y). eds 


Comparando entre sí las igualdades [( 1 ) y [ 2 ) obtenemos, despues de di- 
vidir entre el factor común AxAy, la igualdad 


Fey (<-40Ax, y +04) =S, (x +0,Ax, y +0,4y), 
donde 8, 9, 0, 0; son números positivos, menores que la unidad. 31 
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ahora hacemos que Ar y Ay tiendan a cero, en virtud de la continuidad de 


las derivadas fr, f, obtenemos: 


Fey (%, Y) 43, (x, y). 


PROBLEMAS 


Comprobar, por cálculo, la validez de la igualdad 
Pz Oz 
óxdy  0yox 
para las funciones: 


L z=ax*42b xy +cy*. 


2 ==). 
“Ey 
3. 12=e*y + yx. 


4. Para las funciones dadas en los problemas del Pár, 10. 


13, Derivadas parciales de orden superior. Al igual --- 
que las derivadas de segundo orden se definen las derivadas de orden su- 
perior. La derivada parcial ae orden n es, por consiguiente, el resultado - 
de diferenciaciones sucesivas con respecto a las variables x é y. La deri- 
vada parcial de enésimo orden que obtenemos tomando p veces la deriva- 
da parcial con respecto á x yla función así obtenida, derivada de q veces 
con respecto á y, se representará por el símbolo 

n= xP, y 9 (X, y) P+3=nm). 


Ejemplo. Sea 
2=x —4dey "y, 


Calculemos > . Obtenemos: 


9e=te —8xy, 
0*z 

ay 16xy, 
oz ; 

doy — — 16x. 


El resultado final no depende del orden en que se tomen las derivadas 
Parciales, si todas las derivadas parciales, hasta la de enésimo orden. - 
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inclusive, son continuas. Efectivamente, de acuerdo con el último teore- 
ma demostrado podemos alterar el orden de dos diferenciaciones sucesi 
vas. Puesto que variando varias veces el orden de dos diferenciaciones- 
sucesivas podemos pasar de la derivada de algun orden a la de cualquier 
otro, entonces el resultado final será exactamente definido si solamente 
se da el númepo de diferenciaciones con respecto á x y á.y. Por tanto el 
símbolo 7 (p+aq=n) es completamente suficiente para repre- 


sentar todas las derivadas parciales de enésimo orden, bajo la condición 
de que sean continuas en la vecindad del punto ( x, y ). 





Ejemplo. Sea 


'x 


ere y 
zar —KXÁARÁ == 
ME 
Tenemos: 
Pz 1 a 15xy 
Oxdy EJN>> 7 
e (14 + y1?* 
a 151 5(4 y) + 5lx ty! — 6(x* 4 y") 
a Y RE: 
(1404 y) 


14, Función compuesta, Sea dada una función de las variables 
u, v: 
z =f(u, v), 
continua en conjunto con sus primeras derivadas parciales en el rectán- 
gulo  2<ui<B a“<o<p Sea que las variabies u, v son funciones de 
las variables x, y, es decir: 
4 e (x, 3)» = Y (x, y). 


Admitamos que las funciones P(x y) Y(x,y) son continuas así- 
como sus derivadas parciales de primer orden en el rectángulo a¿<x=<)b, 
a <y«<by y que además, 
AR (AY) <P, a <p lx, y) < B”. 


Bajo estas cundiciones la variable z puede considerarse como una - 
función de las variables x, y, á saber: 


2=f[p (x, y), d(x, y)]=F (x, y). 


Se dice que la función z = F(x, y)esuna función compuesta 
formada por las variables intermediarias u, v. Satisfechas las condicio- 
nes anteriores es fácil demostrar que la función F(x, y) es continua en - 
el rectángulo a< x<b, a <y<Db. 

15. Derivadas parciales de funciones compuestas. - 
Para definir la derivada parcial con respecto á x, representemos por 
el incremento de la variable x, y POr Ax,Au, Adv, Azlos correspondientes - 
incrementos de las variables u, v, Z. Asi que 

Au =p (x + Ax, y) — q (x, y), 


dv= (x Ax, y) —Q(x, y), 
Az = 0 +Au, da) —f (u, v). 
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Transformemos la expresión para Azen la siguiente forma: | 
Az=[/(u+ Au, v +40). —f(u, 0440) +[/ (4. v+4-Av) — (a, v)]). 


Aplicando ahora, a cada paréntesis el teorema sobre el valor medio, y - 
considerando para ello ¿4 v-+ Av, como constante en el primer parénte-- 
sis y á u en.el segundo, obtenemos: 


dz =f, (44044, 04-40) ha +£; (u, v+0'Av) Av, 
de donde 
22 — Pu 0mm, 04402 4H fo (a, 04-040) 22 


Si Axl tiende a cero, entonces, en el límite tenemos: 


fa Hd 
Ó 
0z 0z0u , 0z 0v 
di duds Y 0udx* (1) 
Análogamente 
y= 0z ep ca0O 
— du dy Y dv oy* (2) 
Por ejemplo, sea 
2=(3 + y) + yg! 
entonces 


SE =049- + urin 2 = = (Ax + 2y) (Bx* + y. 90-167 4 


+ (Ba 4 0) 4 1 (3? 4 y), 


Si se supone que u y v son funciones únicamente de la variable x, de. 
tal suerte que 
u= (x), v=+p (x) 
entonces 


2=f (a, 0) =/[p(x), $ (x)] =F (x). 


AsÍ pues, z es una función compuesta de la variable x establecida a- 
través de las variables u y v. En cirtud de (1) y tomando en cuenta que - 
en este caso %__dz obtenemos: 

0x dx” 


z 0z du 
de: (3) 
Sea, por ejemplo 


2=[p (x)9" 40; 


entonces dz 
av." + u"In4.0= 


=$ () [9 (JA () $ [9 60) ln y (x) 9 (9). 
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Si z = Fx, y), y=0(x), - obtenemos: 


2=f[x, Y (x)] =F (x). 


Aplicando la fórmula (1) bazo la condición que u = Xx, v = y, tendremos: 


dz 7 , 
di LH, x (dá ) 


Por ejemplo, sea 


2x4 3xy 4 4y, y=2 +1, 








de donde 
dz 
qe = 2 4-3y* + (6xy + 4) 4x. 
PROBLEMAS 
Lz=h dl A %__ 2  0_ 2x 
CS E 
e—y Oz 4x (x — 3) 
2:2= , =2 —3, FR Ú_ —r 
Apyo 22% TN TE 
2 z2=In Y 29 5 ye 92 _ aby Oz abx 
ax — by y” 0% aya Y AE 


4. Demostrar que no existe una función z = fíx, y) cuyas derivadas- 
parciales se expresen por las fórmulas: 
0z_ %_) 
xx >» dy ds 


Resultaría que de tal función las derivadas parciales de sesundo or- 


den ze. y oz serían continuas y, por consiguiente, iguales entre 
sÍ Ox dy dy Ox 


FUNCIONES IMPLICITAS 


106. Definición de una función implícita, Sea una función 


z== Elx, y) definida y continuas ei cierto dorriinic, Puede suceder que -- 
exista una función continua y = f(x) tai que las parejas (x, y) correspon- 
Gieites satisfarían a ia ecuación 
F(x, y)=0. (1) 

En este caso se dice que la función f(x) está dada irriplicitamente poP 
la ecuación [ 1). 

Ejemepeglos. Funciones dadas implicitamente: 

E: 
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-es xy Ex +y—1==0, 
es *+y—r=0, 


3. y=x+V1 —2x* es 3x* — 2xy + y —1=0. 
No debe pensarse que la ecuación [ i ) dada define siempre una fun=- 


ción implícita. Puede, en efecto, no existir ninguna función continua que 
satisfaga a la ecuación ( 1 ), o pueden existir varias de tales funciones. 


Ejemplos. 
1, No existe ninguna función que satisfaga a la ecuación 


*4y+41=0, 


2. Las funciones y=VI=X y= VIA 
ma ecuación, a saber: yy y-—]1=0, 
17. Teorema de la existencia de una función implfcita. 


satisfacen una mis- 





Si una función z = F(x, y), continua en conjunto con sus 


primeras derivadas parciales en la vecindad de. un -- 


punto (la, b), satisface las condiciones: 


1) F(a, b)=0, 


2) F, (a, b)%0, 
existirá una y solamente una función y =f(x), definida y 


punto x = a, tal que 


continua en la vecindad del 
1) (a) =0, 


2) F[x, F(x)]=0. 
La demostración de este teorema será omitida dada su complejidad. 


Ejemplo. Sea 
F(x, Y) =xy +x+y—1. 


Tenemos: 
Fyo=x+1. 
= - 1/3, obtenemos: 


Haciendo a=2, b = 
1 , 1 Ñ 
P(2 —3)=0, Ey (2, —7)=3%0. 
Por consiguiente de acuerdo con nuestro teorema existe una y sola- 
Mente una función y = f(x), continua en la vecindad del punto xXx = 2, que 
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adquiere el valor -1/3 en este punto y que satisface a la ecuación 
F(x, y) =0. 


Lo mismo puede decirse sobre Cualquier otro punto ( a, b) que satis- 
faga las condiciones ab+a+b-1= 0,a+.1 40. En nuestro ejemplo po 
demos encontrar la función desconocida al resolver la ecuación F(x, y) - 
con de á y. 


18. DE PivadE de una función implícita. Aceptemos que la 


función y = f(x), continua en la vecindad del punto x= a, está dada en - 
forma implícita por F(x, y) = O. Admitamos también que la función - - - 
z = F(x, y) es continua en conjunto con sus derivadas parciales de primer 
orden en la vecindad del punto x=a, y = fla), fla) = b $ que ES (a, b) + 0, 


Representemos por Ax un incremento arbitrario de la variable x. 
Hagamos. 
Ay =f (a +4x) —f (a); 


tenemos, por consiguiente, 
F(a+ Ax, b+-Ay) —F(a, b)=0 


Procediendo como lo hicimos en la Pág.!179, obtenemos: 


F(a+4Ax, b4- Ay) —F(a, b)= 
=Fs(a+0Ax, 54 4y)8x +F, (a, b-+-0,4y)Ay=0. (1) 
Puesto que ES (x, y ) es una función continua y como ES la, b) + O, 


entonces para un incremento Ay suficientemente pequeño tenemos tam - 
bién desta 
F,(a, b+-6,4y) 40. 


Por lo que, para Ax , Ay suficientemente pequeños, de ( 1 ) puede de- 
ducirse 


E b-+Ay) 
o Fla bay * (2) 


Cuando Ar tiende a cero, en virtud de la continuidad de la función y=f(x), 
el incremento Ay también tiende a cero. 
Así pues, el miembro derecho de la igualdad ( 2 ) tiene por límite 


F x (a, b) 
FAA (a, dy" 
Por tanto 


A F,, (a, b) 
E a AP dr 
Fa ar 0 Ax F, (a, b) 


Luego hemos demostrado la siguiente proposición: 


Teorema. Si la función continua y=f(x) dada en for 
ma implícita por la ecuación FÍ(x, y) = O tiene deriva- 
das ES y FS continuas también entonces la función- 
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y = f(x) , pS derivada para todo valor de.x, para el - 
que Fs[x, F(x3]40/ y esta derivada se expresa por la 
fórmula 





OF 
AZ F, y (% y) —_ 0% 
F, (x, y) oF * (3) 
dy 


Nos ocuparemos añora de la determinacion de la segunda derivada 
de una función implícita. 
Podemos considerar a la deriyada y” como una función compuesta - 


formada por la función continua Fx, Y) y por la función, continua- 
también, y = f(x). Es (x, y) 


Sia las condiciones anteriores agregamos todavía la condición de - 
que la función F(x, y) tenga segundas derivadas parciales continuas enton 
ces del teorema sobre la derivada de una función compuesta y de (3) se- 
desprende la existencia de y””, 

_ Aplicando la fórmula ( 4 ) ( pág.180). obtenemos: 


de al El al KE, 
reed 








Así pues, 
y nh _ EEx —FsFo — FxPrs [- _F, 
CAS A 7) 
De donde 
O AL AAA? 
| (5) : 
ó | IPN PF _0FOF PF, [0FY PP 
PASO ras) e 


Fórmulas análogas se obtienen para las derivadas de orden superior, 
aunque resultan demasiado complicadas. 

Observación. Procede advertir que en las fórmulas obtenidas pa- 
ra las derivadas el símbolo y representa una función de la variable x de- 
finida por la ecuación F(x, y)=0; los miembros derechos de estas fórmu- 
las son, por consiguiente, funciones de una variable, esto es, de la varia- 
ble x y no de las dos variables x é y, como lo parece a primera vista. 


Ejemplos. 
L. F( yJ=x*'+y—1=0, 
Tenemos: 


Fo. aF Rp a 
712%; Y; 74 a=2% y 0. 
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Por tanto de 1 
YI= TG 0 A 


Diferenciando la segunda derivada y considerándola como una fun-- 
ción compuesta, obtenemos: 





2. Fíx, y) =y —xe? +x=0 
Tenemos: E 
E.=-—%-+1, E=1—xe, 


por consiguiente, 


3. seníx+yJ)-y=0. 


/ e cos (x + y) y= sin (x 4 y) 
cos(x-+y)=1” [cos (x + y) —1]" * 


Máximos y mínimos de funciones implícitas. Sea 
la ionción z = Flx, y) continua en conjunto con sus derivadas parciales 
hasta el segundo orden, inclusive, en el dominio Q . Consideremos el - 
problema de la determinación de los valores extremos de una función -- 
dada implicitamente por la ecuación F(x, y)=0, 


Citemos las condiciones necesarias más simples. Para ello encon 
tren:ios puntos (x, y), que satisfagan las condiciones: 


F(x, y)=0, 
Fs (x, yJ=0, 
Fy (x, y) 520. 


Si existe un punto xo» Yo ) que satisfaga estas condiciones, enton- 


ces en virtud de los teoremas anteriores (Pág.180y siguientes) existe -- 
una función y = f(x), continua en conjunto con sus derivadas de primer y 
segundo orden que satisfacen la ecuación ( 1 ) en la vecindad del punto - 


X= xo y que adquiere, para XxX = xo: un valor y = Yo 


Observemos además que 


E, (oyo) 
Puy= 322 = 
Co) Ey (L0Y4) 
Como F; (Xo, Y.) =0, entonces, aplicando la fórmula para la derivada 


segunda de una función implícita [ Pág.183), obtenemos: 

Fr, (oyo) 

Pu) ==. 
Fr (XoYa) 
Por consiguiente, si Fs (Xo» Yo) 70, la función y = f(x) tendrá - 

un valor extremo en el punto x=x_. Este será un máximo propio o un A 
mínimo, dependiendo de que Fa (XyY o  Fy(x.y,) tengan un mismo signo Ó 
signos diferentes. Si Fa (x, yy) =0, entonces es necesario investigar las - 
derivadas de orden superior. 
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Ejemplo. Sea 
Fx, y) =y* —3xy f1*=0. 
Tenemos: | 
F=-—3y+3x", F,=3y* —3x. 
Resolviendo el sistema de ecuaciones Fx, y)= 0 y Ex, y ) = 0 obtene- 
mos dos soluciones: 
x,=0,y=0 y x=Y2y=Vy4 
Tenemos: 
Ey (%,, y )=0, Fy(%, y)=3/2. 
De donde se ve que la primera solución es desechable. Además, 
Fls(Xz, y.) =6x,=86 y 2. 
Puesto que Fi.(X. Y) y Fy(x, y) tiene: el rnismo signo, tendrá lu- 
gar un máximo propio. 


PROBLEMAS 


Comprobar, en los problemas 1-4, los resulta os determinando y de 
la ecuación Flx, y) = 0 


1 E(x, y) = Ax? + 28xy + Cy* +2D% + 2£y + F=0; 

A B D| 
BCE 
dy _ ES DEF 
dx” CBx+ Cy E de (BxECy4-£EP> 


2. F(x, y)=x* — 3e xy + y? 0; 





dy__ tx dy_ 2ctxy 
di ex y? di ei yy 


2d ts dy _y*(Inx— 1) 
3. F(x, y =y"— 9 =0; di (ny 1)" 


4. Fx, y =0 axe )-2Wx=0,  L==<Ñ. 


5, Demostrar que la función implícita dada por la ecuación 

F(x, y)=y* — 4atxy + x*=0, 
tiene un valor extremo para - 
1=xa/3 y=xa /2. 
Investigar si éste es un máximo o un mínimo. 


6. Investigar los valores extremos de las funciones de los problemas 
ly2. 


7. Demostrar que en todos los triángulos de altura w dada y de área 
P conocida, el de menor perímetro es el isósceles cuya base es 2” y su 
altura w d 


CAPITULO X 


FORMULA Y SERIE DE TAYLOR. MAXIMOS Y MINIMOS. 
DIFERENCIALES DE FUNCIONES DE DOS VARIABLES. 
FORMULA Y SERIE DE TAYLOR 
PARA FUNCIONES DE DOS VARIABLES. 


1, Fórmula de Taylor, Sea una función f(x, y) continua en con . 
junto con todas sus derivadas parciales, hasta la de enésimo orden inclu 
sive, en la vecindad de un punto (x, y ). Sea el punto ( x + h. y + k) perte- 
neciente a esta vecindad. Considerando constantes á x, y, kh, k podemos- 
tratar la expresión fx + h , y + k ) como una función de la variable t. 
Hagamos, por onsiguiente,, 


p(t)=f(x+ht, y +Rt) 


Encontremos las derivadas de la función v(t), mediante el teorema -- 
sobre la corivada de una función compuesta ( Pág.179). Para ello hagamos: 


u=x-Ñ+ÑÁt, 

v=y>+kt, 
AsÍ que 

9) =F(u, 0). 


Diferenciando con respecto á t, obtenemos: 
s , di , du 
q) =fa (a, 1 Hola, DG 


de donde 
PU) =£, (1, A+ fo (ua, 0)%. 


- Volviendo a la notación anterior, obtenemos 
Pl) =hf (24M, y PRA RE, (a+ ht, y + kt). 
Análogamente encontramos: 


Y) =fa(x bt, y k0+ 
+2 (LEA, Y RO PR a Ml, y 4 21) 


Esta derivada puede escribirse simbólicamente en la forma 
PU) =[AF ¿(04 Bl, y 1) 4 RE (4H, y + RJ. 


Calculando la derivada siguiente, obtenemos: 


SO ="f2 (et, y ph) p3 Ray (<p, y + 
$ ay (e Ml, y EROS la Mt, y +, 
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simbólicamente: 


QU) [A (2H HL, y E) PR, (xt, y + ke)p>. 


Por inducción encontramos: 
pa (t)= [Af (+A, y + At) + 1354 (HPA, y + k£)J". 


Observemos ahora que aplicando a la función p (t) la fórmula de Ma- 
claurin y haciendo t = 1, obtenemos: 


1 0 1 0) 1 ae ; A 
e =20 + 04H OA E pe 0 HR 
El término del residuo puede escribirse, por ejemplo, en la forma de -- 
Lagrange: 
R= 90) (0<0<1), 


Pero 


P (1)=/(x +A, y +8), 
y (0) =S (e, 3), 
9 (0)=4,(x, y) +4, (x, y). 
; * (0) =P bx, y) +25 (z, HL (A y)= 
=[A; (x, YE Ny, 


en general, 


9” (0) =[A, (x, y) +4 (x, NT”. 
Por consiguiente, 


feta, y + )=8 (0 9) qUe y) RS, 60 YH 
+ le AS te MP 
a (e AER NIP ER 


para el térmi ya de), residuo tenemos la fórmula 
=5 Y, (40%, y 408) 4- Af, (< +08, y +08)" 
(0<0<1). 

Asf pues, hemos obtenido la fórmula de Taylor para una función de dos- 
variables. Si tomamos, en particular, x = O, y = O, entonces substituyen- 
do en la fórmula de Taylor x= 0, y = 0 Y"despues escribimos x é y en 
lugar de h y k, obtenemos la fórmula de Maclaurin para una función de - 
dos variables en la forma 
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Fl 400, 0)+3.[9f,,(0, 0) +31, (0, 0] + 
+3 15, (0, +, (0, 09 +... 
1 
a Er — 1) ¡ESA (0, 0) +y£, (0, OPD ER, 


donde 1 
Ry = ¡LF (Ox, dy) + yf, (Bx, 0y)]". 


Observación. De la fórmula de Tay:or, para n = 1, obtenemos el 
teorema sobre el valor medio para una función de dos 


variables: 


Fx+2h, IHR) lx, y= 
=P, (x 40%, y 40%) 4-4, (x 40%, y 40%) (0<<1). 


2.Series de Taylor y de Maclaurin. Admitamos que la - 


función f(x,y) es Continua en conjunto con sus derivadas parciales de to-- 


dos los órdenes de la vecindad de cierto punto (x, y). Representemos por 
(x+h, y +k ) un punto arbitrario de esta vecindad, y por n un número - 
natural arbitrario. Por lo anterior, tenemos [ ver Par. l ): 


FAA Y HS All, y) 481, (2, y)]+ 
+3 [4% (x, NER NPE. 
+ Pts +, (x, NCPER 


Si 
lim R,=0, 


B=>00 


obtendremos el desarrollo de Auéstea función en una serie convergente - 


FER IRF, Y) HR AA le y... 
cole AA PA, 


que denominaremos Serie de Taylor. 
Si, en particular, se hace x= 0, y =0 y en lugar de li Y k se escri- 


ben x é y, obtendremos la serie de Maclaurin: 
f(x, y)=/(0, 0) +5 [97, (0, 0)-+yf2 (0, Op... 
«Ple, (0, 0) +yf, (0, OIM. 
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Ejemplos. 
1 1404 642 PA. EA ES 
2. sin x sin y = 
= yy 2xy — q (4 ty Y 4099) $ ¿y (Ox ty + 20x1y! 4 6x3") +. 


x+h_ x ml y E ] 
3. arclg yq =arctg y EN pp? zp pt + 


12% 2120-99, 2xy pe 
+3 [ps ++" AFyA da rar de | +.. 
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3. Definición de valor extremo. Se dice que la función --- 

= f(x, y) adquiere un valor máximo en algún punto, si en cada uno 

de los puntos de su vecindad el valor de la función no es mayor que su va 

lor en el punto dado. Substituyenda' en esta definición la expresión "no es 

mayor" por el término"menor" odeocnos la definición de un máximo 
propio. 

De las definiciones anteriores con las modificaciones adecuadas, ob- 
tenemos la definición de un mínimo, 

y pues, si en un punto (x;yJ)tiene lugar un máximo- 
exisifrá cierta vecindad del punto (x; y”) tal que para 
todo punto (x”“+ h, y "+ k) perteneciente a ella se satis- 
fará la aesigualdad. : 


HER y Ae)<S (e, y); 
en el caso de un máximo propio tenemos, evidentemen 
te, , , 

HER, Y Ed) <A, y, 


si h $ kno son nulos simultáneamente. 

Para los mínimos tienen lugar las desigualdades inversas. 

Así que er, ambos casos puede afirmarse que en los puntos de los va- 
lores extremos la expresión fíx“+ h, y + k) - f(x”, y), para valores sufi -- 
cientemente pequeños de h y k, tiene un signo constante. Si tiene lugar un 
máximo propio la expresión anterior, para h y k suficientemente peque-- 
ns es diferente de cero, excepto para h =k =0, 


4. Condiciones necesarias para la existencia de un valor 
A 


extrero. Aadmitamos que la función f(x, y) tiene derivadas parciales de 
brimer order continuas en la vecindad del punto (x”, y”) y que en dicho -- 
bunto adquiere un valor extremo. 

De la definición de valor extremo se desprende que la función f(x, y”) 
considerada como una función de una variable x, para x = x”, también tie- 
ne un valor extremo, Por tanto 

Flux, y) =0, 
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Análogamente obtenemos: 
E (*, y)=0. 


Luego hemos demostrado el siguiente 

Teorema . Si la función z = f(x, y), continua en -- 
conjunto con sus derivadas parciales de primer orden 
en la vecindad de un punto (x”, y”) tiene un valor ex-- 
tremo en dicho punto, entonces ambas primeras deri- 
vadas parciales son nulas en este punto, 


5. Condición suficiente para la existencia de un valor 
extremo. Si una función f(x, y), continua en conjunto con sus derivadas 
parciales de primero y segundo orden en la vecindad de un punto (x”, y”) 


satisface las condiciones á 


FP. (x, y) =0, F(*, y)=0, 
entonces, haciendo 
A=L (e, Y) le, y) — Pay (e, y, 


podremos afirmar que: 

a) para A> Ven el punto (x”, y”) la función tiene un valor extremo que 
será 

un máximo propio, si fa(x,y)<O, 


un mínimo propio, si  fa(xr,y)>0; 


b) para 1i<0 no se tendrá un valor extremo en el pun-- 
tol x”", y); 

c) para A=0 puede tenerse o no un valor extremo. 
Observación. En el caso a) las derivadas f(x, Y) y fa(x, y) 
son difercntes de cero y tiene el mismo signo, ya que de lo contrario no - 

sería posible AGO. . j 

Demostración. 

a) Admitamos que ÁA> o. . Aplicando la fórmula de Taylor bajo las - 
condiciones 


Fox, y) =£, (e, y)=0, 
obtenemos: 


Eh Y ES e, y) == (r2 8%, (1) 


donde 


"=£o(% 48h, y 4-06), 
$ =fxy (x + 0h, y' +08), 
t=fp (e 40h, y + 8%). 


La anterior fórmula puede escribirse en la forma siguiente: 


PH Y HS (e, y) 3, — (hr + ta) (rt 8) 1]. (2) 
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Aceptemos atiora que  fe(x, Y)>0. . De la continuidad de las de- - 
rivadas parciales de segundo orden se deduce 


Jim == (e, y) >0, 
k>0 


y también 


a 
Por lo que, para h y k suficientemente pequenas 
r>0, rs >0, 
Por consiguiente, en virtud de (2) 
He Hh Y ER) —Í(, y) >0. 


La igualdad es posible solamente cuando h = k = O, De consiguiente - 
en el punto (x”, y”) tiene lugar un mínimo propio. 

En la demostración supusimos que —fa(*, y)>0; Admitamos que -- 
Fr.(*, y')<O0 y procediendo de manera semejante se puede demostrar que 
en el punto ( x”, y”) tiene lugar un máximo propio. 

b) Suvongamos que A<O0, y hagamos 


Fra (e, y), 
S.=Lay (x, y”, 
7 =fp(x, y). 
Observemos que el polinomio 
TY 25,541, x* 
no conserva un signo constante, ya que el discriminante 
rt ,—5<O0, 


Existen, por tanto, dos valores f, y P, tales que 


rn + 25,B, +£ 8 >o0, 
ra +25, +18; <0. 


Es evidente que a causa de la continuidad de las derivadas parciales 
de segundo orden : 


lim (74259, +18) =r,+25,8, +81 >0, 
0 


Por consiguiente, existe una vecindad (3) del punto (x5 y”) tal que si --- 
(xs h, y + k), pertenece a (8 , tendremos 
r+259, +IB1>0. 
(3) 
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Tomemos ahora una vecindad ($) arbitrariamente pequeña del punto --- 
(x*“ y) podremos siempre elegir un número f. tan pequeño que el punto 
(+2 y +pB.) pertenezca tanto a y comoa 3, Haciendo 
=p, R=PB,, 
tendremos, en virtud de (1 )y(3): 
, , , y 1 
LEEh Y EOI, Y =P Ir 259, 4881150, 


Así pues, en toda vecindad de un punto ( x”, y”) existe un punto (x”+ h, 


y “+ k) tal que 
HETHR YES yy>0, 

Procediendo de manera análoga con el valor B, demostramos que en 
toda vecindad de un punto ( x” , y”) existe también otro punto (x“+ h, y“+ k), 
para el cual 3 

Hetbh, y Ye) (e, y)<O0. 


Así que en el punto ( x”, y”) no se tiene un valor extremo, 
c) A=0..En este caso se observa que para la funciónes 


2=x LL s1ó 


1=0 y 


tenemos A=0, en el punto ( 0, O ), La primera de estas funciones tiene 
un minimo en este punto y la segunda no lo tiene, 


Ejemplos. 


|. 2 xy 4 y" — mx —ny. 
Tenemos: 


¡IUAEA e arias 
2, 22, 
2 CIAO Sa 

A=2.2-—1*=3, 


0z 
dx 


2-1, 


Para encontrar los puntos en los que es posible el 
valor extremo, resolvemos el sistema de ecuaciones. 


Oz 
Ox =0, 5=0 


esto es, ó 
2x + y —m=0, 
x+2y —n=0. 
La solución única de este sistema será 
> 1 , 1 

x—=>3(2m —n), y =3 (21 —m). 

Por cuanto 
4=3> 0, 


en el punto [ x”, y”) existe un valor extremo. Como 


S4=2>0, 
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en el punto 
p 1 A 1 
x—>3 (2m —n), y =3 (21 —m) 
nuestra función tiene un máximo. 
2. 
2. 2=Ax'y + Bxy* —Cxy (4, B, C40); 


O, O. 
sr = 2Axy + By* —Cy, Sy = Ax* + 2Bxy —Cx, 


oz oz 0*z 


= 44Bxy — (24x -+ 2By —C)?. 


Resolviendo las ecuaciones 
0 
z 0 0z 


| da yo 
es decir 


(Ax + 2By —C)x=0, 


De las que obtenemos las cuatro soluciones: 


=0, y=0  1=F,y=0 
C Cc C 
=0, y=3Í3 5 *=37 IF TIB 


Los valores correspondientes de +4 serán: 
—C?, ==0N —C>, qa. 


Las tres primeras soluciones no dan un valor extremo ya que A<O. 
Para 


e sm € 
*—=3A > 338 
tenemos un valor extremo. Substituyendo estos valores en 55 obtene- 


24AC dre ; a A 
mos ZE Tenernos, por consiguiente, un máximo o un mínimo dependie 
38 


do de que 
F<0 0. > 
PROBLEMAS 


l. 2=>3 xy + (47 — x— y) (F+24) 


( máx: x= 21 y = 20), 
2 2=xy (6 —x-— y) 


(máx: x=3, y = 2), 
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3. 2=80 4 2b xy 4 y —ex— gy 


en la suposición que ate? > 6 


no, Ce-—bg __ ag—be 
a E O 


4, 2=x*4y*43xy 


(máx: x = -1, y = -1), 


5, 2 =e" *-Y* (x* 4-2y 


(mín:x=0, y=0; máx:x=0,y=231) 


6. 2=x* + xy* 4 3a xy (a > 0) 
3a 


a E ME a = 
(min: <= 313 y => max: =-5V3 y=>3). 


7. Encontrar el triángulo de mayor área p con un perímetro dado 2s. 
( Emplear la fórmula P=V S6—I56—N6+y—3), donde 
x é y representan dos de los lados del triángulo ). 


DIFERENCIAL DE UNA FUNCION DE DOS VARIABLES 


6 Definición de diferencial, _Sea una función z = f(x, y) con- 
tinua en conjunto con sus derivadas parciales de primer orden en la vecin_ 
dad de un punto Í x, y ). Designemos con Ax, Ay los incrementos arbi- 
trarios de ias variables x, y. La expresión: 


Fe(x, Y) Ax +4, (x, y) Ay 


recibe el nombre de diferencial total de la función z =f(x, y ) 
con respecto a las variables x, y. La diferencial total se representará por 
el símbolo df. Escribiendo er lugar de Ax, Ay los símbolos dsy%s dsyYo > 


obtenemos: 


dyy e fx (x, YA, rx EH y (x, y) yyy. 1 
7. Diferencial de una función compuesta. Admitamos aho 
ra que las variables x, y, son funciones continyas de otras variables u, v: 


x= (u, u), y=/p (u, vu). 


Supongamos además que las funciones y y Y tienen derivadas parcia- 
les continuas de primer orden. Podemos, por tanto, considerar a la varia 
ble z como una función compuesta de las variables u, v, a saber, 


2=f [9 (u, v), Y (u, v)]]=F(u, v). 
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De donde 
Ano? =F, (u, v) du +|Fy(u, 0) d,qU 


De acuerdo con el teorema sobre las derivadas de funciones compues 
tas, tenemos: 


E, (1,0 =£2(x, 1) LEAL (0 N2, 
Esla, 0 =£2(%, y, GS yl Y) 


Substituyendo cestas expresiones en la fórmule ( 2 ), obteneir:os: 


= [ote y) +3 (0,9 L] arg + 
lr nte y E ajo 
por consiguiente, 


de f(x, ETA eg uo 0] + 
Ef, y) [e dol + Zo ago | 


Como las expresiones dentro de los paréntesis son las diferenciales 
dipt, ty y, tendremos 


dat = Fa (x, Y) de YH (x, Y) do) y. (3) 
8. Aplicación a funciones de una variable, Cornvengamos 
en que las variables x, y, son funciones continuas de una variable t y que - 
tienen derivadas continuas de primer orden. De suerte que, 


x= (0, y =0 (1). 


Por consiguiente la variable 2 puede considerarse coirio una función com - 
puesta de la variaule t: 

2=[p (8), $()]=F (1). 
De donde 


Según el teorema sobre las derivadas de una función compuesta, te- 
nemos: 


Ft) =fele, Y) A HL (A Y), 


por tanto 
de fx (x, Y) xd Ly (x, Y) yd. 


Como 
xdi=dx, yd t=dy, 
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entonces 
da =filx, y) dx Ypf, (x, y) dy. 


9. Caso en que una de las variables es función de la 
otra. Supongamos, por último, que la variable y es función de la varia- 
ble x, y que posee primera derivada continua: Así que 


yJ= (x). 


La variable z puede considerarse como una función compuesta de 1 
variable x: : 
2=f[x, e (x)]=F (x), 


por consiguiente, 
d,2 = Fx (x) dx. 


Según el teorema sobre las derivadas de una función compuesta, tene 
mos: 
Esta) =f2(x, Y Ly (5,Y) yz, 


por tanto 
d2=fx(x,y) dx + fy(x,y) yd, X. 
Como 
dy =y dx, 
entonces 
42 =fy(x, y dx fy(x, y)d,y. 
Comparando las fórmulas (1),(3),(4),(5) ; vemos que todas 


ellas pueden presentarse simbólicamente en la forma única: 


da=f.(x, y) dx + f,(x, y) dy 


Oz Oz 
12 E y ( 6 ) 


Los símbolos dx, dy, dz no sor: los mejores, pero de ( 6 ) obtenemos 
las fórmulas ( 1),(3),(4),(5 ) substituyendo , siempre, en lugar de 


d los símbolos a,,, dy, di, d,. 


10,Diferenciales parciales. Sila variable y asume algún va 
lor constante, entonces la expresión 
F.(x,y) de 


será la diferencial de la función f(x, y) considerada corrio una función de - 
la variable x. La expresión f, (xy) dxse llama diferencial parcial -- 
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con respecto a la variable x. Análogamente, la expresión f, (x,y) dy 
se llama diferencial parcial con respecto a la variaBle y. 
Por consiguiente, puede decirse que: la diferencial total es la - 
suma de las diferenciales parciales. 


ll. Diferencial e incremento de una función. Ocupémo- 
nos ahora de la relación entre la diferencial total dz y el incremento total 


42 =f (x 4 Ax, y + 4y) —/(x, y) 
de la variable z, 
Según el teorema sobre el valor medio | P4g.188), tenen:os: 
Az=f,,(x + 0Ax, y +04y) ax +4, (x +04x, y +04y) Ay, 


de donde 


Az —dz=|[f, (x 4-9Ax, y $949) —£, (x, y)] Ax + 


Las expresiones dentro de. los paréntesis tienden a cero ya que las - 
derivadas primeras se han considerado continuas. Como 
18 x] | Ay] 
ASE ES 
siempre que Ax y Ay no sean nulas simultáneamente, entonces 
lim Az — dz 


a VIP 
dy > 0 


En cálculos prácticos, cuando se trata solamente de valores aproxima 
dos puede, para /Ax y Ay suficientemente pequeños, tomarse 


Az = dz. 


PROBLEMAS 


1. Suponiendo que las variables «4 y v son funciones continuas de las - 
variables *% y, y que poseen primeras derivadas continuas, demostrar que. 


1) d(u+ 0) = du + de, 
2) d (uv) = u du + y du; 
3) a 7) 2 


y? 
Demostremos, por ejemplo, la fórmula ([ 2): 


d (uu) = zen dx 4 —_ O y = 


(ra) es os 
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como du o du SN 
d (uu =u (5 ax + 5709) +0( o dx+ 5 dy), 
por consiguiente, 


d (ue) =u du +4 du. 


2, Calcular las diferenciales dae las siguientes funciones 


2=27x* — 54x*y + 36xy* — 8y?, 
dz=3 (3x — 2y)* (3dx — 2dyy 





==" dr —=— Ue de +y dy, 
(4 ya? (CF 
PO BEN qa VIA V dy. 
Vx-Vy ; 2V y (Vx—Vy Y 
2=ItgZ, — UY dx — xy). 
n tg y dz EE 
y 
02 — Xy dx dy 
z = arcos ————_————— = poor EN 
VIA PEA 


12. Diferenciales de orden superior. $1 aceptamos que - 
dx y dy son cantidades constantes, entonces dz será una función de las -- 


variables Xx, y. Podemos, por tanto, hablar sobre la diferencial de una di- 
ferencial. 


La segunda aiferencial 


o diferencial de seguindo - 
orden será 


la diferencial de la diferencial; análogamente se definen 
las diferenciales de orden superior. Simbólicamente se representan en la 
sifuiente forma: 


ddz=d*3 
d*r=dz, 
dde“ *2—d*z, 


Ejemplos. Determinar las diferenciales [ con respecto á x, y) --- 
de orden super+or de la función z = fíx, y), continua en conjunto con sus - 
derivadas parciales, hasta la de orden n, inclusive. 


En cste caso consideramos á dx y dy como números constantes, por 
consiguiente, 


ix=déx=...=d x—0, 
dy=dy=...=d'y=0 
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así que, ' 
d2=f dx +f:dy, 
Pa=Padx 4: dy] dx 4-[£ 7d: 4-S dy], 
por tanto 
d2=fadx* +28; dx dy + dy”. 
Análogamente 


y [11 2.» 
d2=f dx 4-3 dx*dy Y MFiydxdy +1 dy, 


. . 
..o ..*—2...o.o ... .oo . ... . . 


CI (1) 12 ardy +... + 8207, 


Simbólicamente, escribimos: 
da=Y,dx 4/49)". 


Observación. Si hubiésemos supuesto que x é y eran funciones - 
de las variables u, v entonces no hubiáramos podido hacer dx=0 0 
d*,y=0.. Er ese caso se hubiera obtenido una fórmula considerablemen_ 
te más complicada. Por ejemplo: 


z=[Fadx 4 fiydy] dx + [fx] 4 
HL de +31 dy] dy 4-[/, 2%], 


por consiBuiente, 


dz=fdx' + 2 dx dy+ Lady +f. dx +f,dy. 


PROBLEMAS 


l. z= sin xcos y, 
he =C0s , cos y ETA x sia y dy, 
2= — sin x cos y dx* — 2cos x sin y dx dy — E 
d'z= — cos x cos y dx* + 3sin x sin y dedy ás 
— 3cos x cos y dx dy* + sin x sin y dy?, 


2. 7=ylnx, 
dz= 2 dx+ In xdy, 


y 2 
di=—-=4 de + q Edy, 


2y 3 
1 — det — xd 
diz 3 ax ql Y. 
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3. Calcular las diferenciales de segundo y tercer orden de las ----- 
funciones propuestas en el problema 2 de la Pá4g,199 , 


CAPITULO XI. 


FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES. 


l, Dominios, Llamaremos punto del espacio de tres - 
dimensiones al trío de números (x, y, 2) “Punto del espacio 
de cuatro dimensiones a los cuatro numeros  (x, y, 2, f). 
Análogamente definiremos el punto de un espacio de varias dimensiones. 


Observacion l. El trio de números (x, y, ¿) puede considerarse como 
las coordenadas de algún punto del espacio en el cual se han tomado tres  - 
ejes OX, OY, OZ, mutuamente perpendiculares. Esta interpretación geomé- 
trica es imposible para los cuatro números (x, y, 2, £) 


Llamaremos vecindad del punto PlXo Yo 20) del espacio de 


tres dimensiones a la interioridad de la esfera con centro en el punto P, - 
Luego, la vecindad del punto P es el conjunto de los puntos  (x, y, 2), que sa 
tisfacen la desigualdad 


Xx EU Y lr 2 <A, 


donde r es un número arbitrario fijado de antemano. Asimismo la vecin - 
dad del punto PlXo Yo Zo La) es el conjunto de puntos  (x, y, 2, f), 


que satisfacen la desigualdad 


: (1) 

E y Y zz q (tt) < Fr. 
Observación 2. Llamaremos esfera en el espacio de cuatro dimen- 

siones con centro en el punto — ' (x, y, 2, t), al conjunto de puntos (X., Ya» Zo» £,). 


que satisfacen la desigualdad 


xx —y Y +lz— 2) + (1) <r, 


El conjunto de puntos que satisfacen la desigualdad (1) se designa con el nom_ 
bre de interioridad de esta esfera. 

El dominio y los puntos fronteros en un espacio de varias dimensiones - 
se define al igual que en el espacio de dos dimensiones. Procede solamente 
substituir el concepto de vecindad en el espacio de dos dimensiones por el - 
concepto de vecindad en el espacio de varias dimensiones. 


Ejemplos. 


1. Dominios de tres dimensiones son la interioridad de un cubo, de un - 
paralelepípedo recto, de una esfera, etc. Las fronteras de estos dominios 
son, respectivamente, la superficie del cubo, del paralelepípedo recto, de - 
la esfera. : 


202 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


2. El conjunto de puntos (x, y, z, f), que satisfacen las desigualdades: 


LaEX<A, MSISV, C<2<C, d<t<d, 


es un dominio cerrado de cuatro dimensiones que llamaremos interval O 
(tetradimensional). 


3. El conjunto de puntos (x, y, 2), que satisfacen las desigualdades 
—=1<x<1, -VI=*<y<VI=x, 
VIP << VIT, 


es el dominio (de la interioridad de la esfera +y+2—1). 


2. Funciones de varias Variables, Sea E un conjunto arbitra - 
rio del espacio de tres dimensiones. Se dice que en el conjunto E está cefri - 
nida una función si a cada punto (x, y, 2) del conjunto E le corresponde un nú- 
mero real t. La dependencia funcional se representará, como antes, por 


t=f(x, Y, 2). 


Los números x, y, z, son las variables independientes, el núme - 
ro tes la variable dependiente. De la misma manera se define una - 
función de varias variables. 


Ejemplos de funciones de varias variables. 


l. t=i4yt¿a Xy, 2; 
2. a= Py 4 aye Xx, y, z, t; 
== EZ 
3. TSE t%1 Ay, 2, 
3. Límite. Continuidad, Se dice que la secuencia de puntos ((x,, 
Jn» 2.)) tiende al punto MZ). Bl 
limx,=X, limy,=Ypy lim2z,=2,. 
R=>00 n—>o00 n 00 


Análogamente se defiñen los límites en espacios de cuatro o más uimen - 
siones. Establecido el concepto de límite de una secuencia definimos el con 
cepto de límite y continuidad de una función de varias variables, de la misma 
nianera que como lo hicimos para una función ce dos variables. Los teore - 
mas establecidos en los p.p. 8, 9 del capítulo IX (con las modificaciones ade- 
cuadas) tienen lugar también para las funciones de varias variables. 


4. Derivadas Parciales. Si la función t=f(x, y, 2) está definida en 
la vecindad de un punto (x, y, z), entonces el límite 
lim [Era fa, 
h=>0 
si existe, recibe el nombre de primera derivada parcial, con respec, 
to á x y se representa por los símbolos: 
ES F.(x, y, 2). 
Similarmente se definen las derivadas parciales con respecto a otras vad 
riables, y también las derivadas de una función de mayor número de varia 


bles. 


"Ejemplos. 


FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 203 


l. 1=3x* —2xy +2, 


Z —6r—9Y, y=—2, % 22, 
2. u=2x— 3y4 214 2f”, 
e e 
La expresión 
ot 


PINTOR (b+q+r=n) 


representa la función que se obtiene derivando la función t, inicialmente p - 
veces con respecto á x, después q veces con respecto á y y por último, r ve- 
ces Con respecto á z. 


Como dos derivaciones (ver Pag.178) sucesivas pueden pormutarse, en - 
tonces la derivada parcial quedará definida si se da el número de derivacio- 
ries con respecto a cada una de las variables (con la condición de que todas - 
las derivadas parciales sean continuas), 


Ejemplos. 


ll u=y 0 Y yx, Y z, A == 6x* + 6f'yz 
2. 2= 2, Oz pa 1—e 
1+4 dx dy 0 (IEA 


5. Fórmula y Serie de Taylor. Si la función t = f(x, y, z) tiene 


en la vecindad de un punto (x, y, z) derivadas continuas hasta la de enésimo - 
orden, entonces, procediendo como lo hicimos para una función de dos varia- 
bles (Pag.186) obtenemos la fórmula de Taylor (y la correspondiente fórmula 
de Maclaurin). En el caso en que el residuo tienda a cero, obtenemos el de - 
sarrollo de nuestra función en serie de Taylor (y la correspondiente serie de 
Maclaurin), 


Ejemplos. 
1, erty+r 1 YA a 
1+x+y pi ra 
2. n= NS o 
H= pete, 


= EV? IT 4" ; 
a e e ES 








CAPITULO XH 


LA INTEGRAL INDEFINIDA. METODOS DE INTEGRACION 


l. Función Primitiva, Se dice que la función F (x) es la función 
primitiva de la función f(x) en un cierto intervalo (finito o no), si en 
cada punto de este intervalo se efectúa la relación 
(1) LO =p 0). 
Ejemplos. 
1. La función y = sen x es la función primitiva de la función y = cos x 
en el intervalo (—oo, +00), ya que 
d sin x 
dx 
2. La función y=V1—x es la función primitiva de la función y = 
Xx 


y 1-—x 





=CO0Sx, 


en el intervalo (—1<x<-+1), puesto que 


da(YVT=x3) 
CI —1<x<1. 








A la función primitiva se la llama también integral indefini- 
da, representándosela con el símbolo 


E $7 (x) dx. 
De acuerdo con (1), si C denota una constante arbitraria 
alF0+C1_ Fx) 
dx y 
Así pues, F (x) + C es también una integral indefinida ue la función 
f(x), Puede entonces escribirse; 
VA) dx=F (x) +C. 


Inversamente, si las funciones F, lx) y Fo (x) son integrales inde- 


finidas de la función f(x), en el intervalo (a, b,), tendremos 
AF, (0) — Fe (0) __ uE 

A re 22 == (x) — Fx) =0. 

De aquí se concluye, apoyándose en el teorema sobre el valor medio 
(Pág. 112) F, (x) —F, (x) = const. 


De esta manera, si se conoce una función primitiva, se pueden ob- 
tener todas las que se deseen, difiriendo éstas de la prime ra solo en 
una Constante arbitraria. Cabe preguntar qué funciones poseen inte - 
grales indefinidas. Como se demostrará posteriormente, cualquier 
función continua posee integral indefinida. 


Nota. Si se dice que la función F (x) es una iniegral indefinida de la 
función f(x) sin indicar en qué intervalo, deberá sobreentenderse que 
se trata de un intervalo cualquiera, en el que la función f(x) esté defi- 
nida. 
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2. Fórmulas Fundamentales. En vez de escribir [ tax, puede 
escribirse Vaz. Entonces: 


l. far=x+Yc ya que Eo == 
2. rar eno nt, 
puesto que la derivada de la función 
V=Inx+C, x>0. 


(E=m—3+0, x<O, 
Ambas fórmulas se comprueban por e renciación: Puede substituír - 
selas por una fórmula: : 





5 x”*! para n|14%0es x”. 


S dx 
3. fx tar E =10[x] +. 
De la misma manera verificamos, por diferenciación las fórmulas: 
ar 

“dx= PC, a>0, aXfl, 
5. ta=e+c. 
6. Vsnxdx=-— cos x+C. 
7, | cosxdx=sinxW4-C. 

* dx , | 
8. Vr = ercsinx EC =—arccosa +-C” 


9. Vd a=ergx Y C=—arcolg +0, 


3. Algunas Propiedades de la Integral Indefinida. Sea 
en el intervalo (a, b) 


(ft) ax=F(%), [o(x)dx=0 (1). 
Puesto que. 
4 1F (x) = 9 (x)] 
dx 


=f (x) + q (x), 

se obtiene 
0) +9 (Jar =F()+0 (9), 

es decir, 

SS) +9 (0 ]ar=4/(%) dx + $ y (x) ax. 


Así pues, la integral de una suma es igual a la su 
ma de las integrales de todos los sumandos (si éstas 
existen). 

Si o designa un número arbitrario, 


d [e F (x)] E 
dx 


=Cc FX), 


por consiguiente 


Vf (x)dx=cF (x), 
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es decir, 


Vf (x)dx=eÑ f(x) dx. 


Así, un factor constante puede sacarse del signo 
de la integral. 
Ejemplos. 


1. | Br —2: +7) dx =1 3x* dx — | 2xdx + | 7dx= 
=3 | ax —2 xdx47 fdr= 
3-12 =p, 
Eje 
=| tax ar tar 
E A 
3, O yx eo da [Tas 
+ +1 ! a 


x 2 =S 5 
33 x 


Ta 7 + 


1 an —10 = 
cas Brea % 3 Vx — EV PA V IEC. 
2 


1 
mf 7 _ en ÓN At 
4. fx Y x ld A dam +1 Vx+C. 
dx En =3 pd 
5. lá ==/* dx =— vit 
3 
Nc a 


xa 


— 2 s Tár=5- 











1 
e: dr= 
4 
== 7* Y x—510|x| 4 3* 4 +C. 


4. Integración por Substitución. Existen algunos métodos 
para la obtención de una función primitiva. Uno de ellos es el llama- 
do método de integración por substitución o cambio de 
variable. 

Supongamos que en el intervalo [a, 0] 


1/0) dx=F (o). (1) 


Admitamos que la función x=p(f) y su primera derivada son conti - 
nuas en el intervalo a<t<f, y que a<q(ty<b para todos los puntos t 
del intervalo  [a, $] Como sabemos, bajo estas suposiciones la fun - 
ción compuesta F[p(t)] está definida para a<t<Bf y 
A =F lg lg). 
Puesto que 
F" (x) =/ (x), 
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entonces . 
dF 





de donde 


$4 Te (019 (1) at=F[o(). (2) 
En otras palabras, si no es posible evaluar directamente la in- 
tegral (1), se presenta sin embargo la posibilidad de calcular la (2), 
es decir, determinar la función F[g (t)].. Conociendo esta última, es 
fácil obtener la función primitiva F(x) para aquellos valores de x que 
la función x=p(t) adquiere en el intervalo 1=<!=<f. 
Observemos además que en' base a (1) y (2), 


Vs (x) dx= $ Flo (t)] y (1) dt Para x=p(f). (3) 


Obtenemos formalmente esta fórmula escribiendo 
x= (1), dx ' (t) dt. 
Ejemplos. 


1. | (apox"ax, n4—1, 940, 


Escribamos  a-+bx=t, entonces r=32, De aquí u4ú-Í, es 
decir, 


a Az gata 1 bxya+! 
a+ 0x) dx= (rs = pr E e, 


dx 
A = y Inle +ox 14€. 


La substitución es la misma que la del ejemplo anterior. 


UN ES COOP 
3. a >0. 


Escribamos x=Vat, dr=Vadt; entonces 
Vadt _ 1 


dx a 
Va=xi JYa=ai Jyi=A 
3 = arcsin Va 25 C; 
Nota. Intercambiando las e x yt ds la fórmula (3), obtenemos : 


Voto mar=1/() at para t=+(x), 


Obtenemos formalmente esta fórmula escribiendo 
p (x) =4 
dá Y (x) dx == dt, 
Frecuentemente se encuentran integrales de esta forma, aunque 
no siempre es fácil la substitución. 














=arcsint4C, 
así que 





Ejemplos. 
de 2x+1 
A 1 ne. 
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Escribamos 
*+x+l=t, (2x4 1) dx=at. 
En' otras palabras 


I=[F=Im/1+C, 


I=Il|x*+x+1|+C. 


5. I=| (a+ bx" xdx, (6340, n4—1) 
Escribamos 


consecuentemente 


a + bx* = t, 2bx dx —= dt. 
Entonces 


Por consiguiente 


25 =352pI+C 








de donde 
—_1(a+dxya + 
¡=3 +1 +C 
6. I= _ 
7: 
Escribamos Y x*4+a+x=t, 
de donde 
(uz +1) exa 
así pues 
VA TF ¿4 
VE Fa —===— dx = dt, 


entonces I=P= IntH4C=10 Vi Fa+x pp 0 
7. 1=| sin" x cos xdx. 
Escribamos 


es decir en dé =c08 x dx, 


= f Pp dt, 
por consiguiente 





paa »2+1 e 
¡= [rento +7 +C para n—1, 
Int 4+C=In|sinx|+C para n=—1. 


a xdx 
a 


Escribamos 
x*+1=1, 2xdx=dt. 


Por consiguiente 
1 (dt 1 ] 1 1 
==> R=—>5rnInRaA3+ A AAA, 
2)" 2 (1 — 1)(P=1 Cc 2 (1 — 1) (FF 11 +C. 


Análogamente obtenemos: 
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B. Integración por Partes. Sean u y v funciones de la varia - 


ble x con derivadas en el intervalo (a, b). Tendremos entonces 
(uv) =uv' + vu, 
de donde 
uv" — (40) — uy. 
Integrando ambos miembros de la 8Cuación y considerando que 
$ (uv) dx uv, 
obtenemos 
| uv de=uv— | wu' ax, (1) 
si existen ambas integrales. 


Empleando diferenciales, la fórmula anterior puede escribirse 
de la siguiente manera: 


fado=uw— foda, (2) 
La fórmula (2) hace posible la evaluación de la integral fado una 
vez que se haya evaluado f vaa, que puede ser más sencilla que 
la primera. 


Este método se llama de integración por partes. 
Ejemplos. 


l. /= $ xe* dx. 
Escribamos 
H=x, da= dx, 
dvu=e* dx, =|e*dra ex 
Por consiguiente, 
l=xe* — $ *dx=xe—e-+C 


2. $ In x dx. 
Escribamos 
= ln x, da=S, 
dv=dx, v=|dx=x, 


Por consiguiente 
I=xInx— Ñ dx=x1inx—x-+4C. 


3. I= $ xinxdx, ni—I, 
Escribamos 


a=lnx, di=% 
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+1 
du=x” dx, =7- 


Por consiguiente 
xn x”+1 nx ar+. 
A 
ES In reeraiss de Funciones Elementales. 


L dm 40, n— 1. 


(E 11:14. 

2. $ ads = 2 4C, ferdxme"+C. 
3. nx dx=x(inx—1)+C (ver Par. 5, Ej. 2) 
4. Ú sin dx =-—cos x + C. 

¡ cosxdx == sin x + C. 
5. | tg xdx==—in|cos x|-$-C. 
Escribamos 
Entonces cosx==t, —sinxdx=—dt. 

Vigas 202 ar =%= —In/t] +0 =-— n|c0s x|-+C, 

6. f clg x dx =Im|sin x|4C. 
Empleando la substitución sinx=f, 
7. f sosecxax=m]1g 5|+c. 


Se tiene E 
sin x= 2 sin = cos H. 








: 2 2" 
Por consiguiente l dx 
2 costH 
cosec x dx = 7 a 
ol 5 Xx 
2 sin Z qe es 
Escribamos 4 
== OA 
2 A 
cos” = 


Entonces 
f cosecxax= | F=10]1]-C=Im1g +0. 


8. f sec xax=w|ctg y (3—)|+ C. 


Escribamos 


r=>3-—t, dx = — dt; 


en este caso 


secrdr == sec $ —1' d=-=4 
esto es S 2 ) cosec t dt, 


J ss 10| 63 S |+C= 10] ctg $ 5 |40c= 


9. a H3=.)|+o 


Integremos por partes. Escribamos 


a=arcsinx, du (a 
lx 


dvu=dx, 
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Entonces 
, xdx 
aresinx dx == x arcsin x — . 
f + j Via 
Para evaluar la última integral, escribamos 
lIxii=t, —2xdi=al, xd =—> dt, 


por lo tanto ,., 0 
n= y VE-V1 
10. f arccos x dx ==x arccos x« — Y 1—x' + C. 


Procedamos como en el ejemplo anterior o bien hagamos uso de la 
fórmula arcsinx +arccos x= > , 


! 1 

t1. ' arctlg xdx=xarctg x —>3 In(1+ x)+C. 
Escribamos " 

u=arclgx, du =1 2 5 

dv= dx, v=Xx; 
de donde ds 
$ arctg x dx=x arctg x — | E. : 
Para la evaluación de la última integral, escribamos 
Lpxt=t, 2xdx=al, xdx=> dl, 

por consiguiente 


1 

= dt 
d 2 1 Dn (+ 
1% =) ¿AS A 


12. Varcctg x dx =xarcetg x-+Lin(14+ +0. 
Procedamos como en el ejemplo anterior o usemos la fórmula 


arctg x 4-arcctgx +. 
13. f arcsecx dx =xarcsecx— In (Y 4—=1+|x)) 40. 
Escribamos de 
U=arcsecx, di=—_—=—=, dv=dkx, vU=x. 
Entonces 1 dla 
aresec x dx == is 
o l Xx arcsec Y av= a=T 
uesto que de 
o AE 1 
(ver Par. 4, Ej. 6), entonces 
PA E ela al x) 
la=- para *<— , 


In(Yx—T4 x) Parax > 1; 
en ambos casos consecuentemente puede escribirse 


xdx E E E 
——_——ñ——- = —1 ; 
PCE In(Vx*— 14 |x)) 
14. | arccosec x dx =x arccosecx + In(Yx*—1 +] x])+C. 


Procedamos como en el ejemplo anterior o usemos la fórmula 


aresec x |-arccosecr=. 


7. Fórmulas de Reducción. 
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I. Encontrar la integral A 
== $ sin" x dx (n entero! 


Consideremos los casos en que n:x4—1 ynx0, Puesto que 
sin" x=sin""* x sint x=sin""* x — sin”-* x cos? x, 





entonces 
II p-4—f sin"? xcos* xx. (1) 
Escribamos 
u—=C0SX, da =— sin x dx, 
du=sin""*xcosxdx, v=|sin""*x cos x de — 0". E 
Entonces 1 A 
f sin" coste dr = SEMA A dx= 
n—] 
cos xsin””!x 1 
A SN 1/0 
Substituyendo este resultado en la relación (1), obtenemos 
hi] cos xsin”?”! x 1 
ba E ed E 
e aconde 
L= _ cos xsin”” PA (1%) 





Observemos que esta áltima fórmula es válida para todo n40, 
por lo que 





cosxsin?"1x , n—1 Si 
fist” dm — DSARMTE = f sin" *xdx (n0). (2) 


Es conveniente usar esta fórmula para el caso en que n>O, 
Ejemplo 1, Tenemos 





5 
sine ds =— cosa 45) sintxdx, 
3 
fundar =— LEE 4-7 | sin! de, 
f since =— 2 
por lo que e 
f sin" xdx=-—-2 cos x sin a— cos x sin” x Ha i Cc 
6 6-4 — 3080 olns + + ; 


Para obtener la fórmula de reducción para “< 0, escribamos la fór- 
mula (1*) de la siguiente manera 


PAL lx 





bn-1= A=11 


Escribiendo A 
n—2==— 
obtenemos A 
cos x sin" 4+! x 
A = : Dar 
por consiguiente de cos x E de 
sinPx > (— 1psink 1 1 ma.” a) 


Para k = 1; tenemos: 
2 =Im|t8 | +0 (Pár. 6, Ej. 7). 
dx __ cos x 1 dx __ cos x x 
da=— +7 == + || +<. 
HI. Procediendo análogamente, obtenemos 


Ejemplo 2. 





+ Ver Par.4, Ej. 7. 
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i n-1 a 
| cos"xar= METI y > > | cos"=* xd, n£0. (4) 
dx sin x 2 dx | 
== 1) cos*- ES cos*=* y (341). (5) 
111. Encontrar la integral 
Li FF 


(n, entero positivo). Tenemos 1, =arctgx+4-C, 


Consideremos ahora que » > 1. Substituyendo en el numerador al fac - 
tor 1 por la diferencia (x* +1) —x*, obtenemos 


dx 
= aa pe (+1) " 
Escribamos en ES segunda integral ¿=x, du= dx, 
—__xdx x dx 1 
=p" ol y. m7 cana 


por lo tanto 
dx 


? dx a E 
$ AFI La — 2) 44 + a — 2 (0 + 139715 
y en consecuencia 
1 


Xx 
es decir A TES FO 2 
1, = lid 


= IA no 
Obtuvimos entonces la fórmula de reducción 
x 2n — 3 dx 
¡tarta 0>1 (S) 
Ejemplo 3 
Ser Ele SAA ir +19 
dx 
er= =p. +73 EE 
> dd 
Vas =arctg x, 
por lo tanto: 


ato PET = etarra arctgx+4-C. 


Problemas 
Encontrar las siguientes integrales: 


l l ar dx = +C. 
2, e 


d 1 
a => Inla+0x1+C, 


mia 
e 











+ Párrafo 4,Bj. 8 
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4. Fa+oyrar= CELE +0, A 





b(n+ 1) 
AE 
6: ÓN + arcsin Lx +C. 
2. Va =w arctg Lx 4C. 


2x1 
8. (3 A ESO 


a Eta ¡de 10 0304 114-C, 





ES 
10. Ñ e dx=101f(91+C. 
1. fsmiar par EIA y e. 
12. Vence nar ET» 4 0 
dx 1 
13. $ (ni — (n= 1) (n ay! E 01 
14. AS O 


, sintx 5... 1 
E 6 — qna + y sit q4C, 





== 2 ota? Adal +C. 





Avrr da 

17. Vs sin ax cos bx dx =— a [tar oe M2] +0 
18, [sinarsinor ar = y [MEP MEP] e. 
19, fe pi + me + 
la A AN ] 

21. $ VTEza=5 A 

ra mue (tex) He 

eS $ AI = 5 Inja+b tex] +C 

24. Ñ ea cos do EA a cos x) +0. 

25 fe eo sinxdx= 2 A Ll E: 

20 EII a=- 4 m1tgx 14 


+2 la le(5+ 74m e 7|+0. 
21. a PA 3 (arctg xP +C. 


AN x ar 3rapr—$ = 
PA-VAT x= (41? — (41924 


3 
A lara 
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Soluciones. 

l) mx=t; Y ax+b=f4; 3) 4) a+bx=t; 5) a+ bx"=f; 6), Et: 8) *=x+5=f; 9) 
E A 10) fo=t 11) ax+b= €; 12) *+1=t; 5 In x= f; 14) tex=t; 15) sin x=f; 
16) multiplicar el numerador y el denominador por Vx+a—VYx 17, 18) 





19 substituir el producto cd la suma 
sin ax cos bx=> [sin (a 4 b) x 4 sin (a — b) x); 





20) tgx=4 2) VTEx=f;, 2), 2%) tgx=f; 29), 25) aplicar en ambas integra - 
les el método de integración por partes y después resolver el sistema 
de ecuaciones obtenido. 2) Substituir seno 2x por 2Sen X COS x; 27) arctgx 
=4 28) x+1=8" 


CAPITULO XIII 


INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES 


E 1, Descomposición de un Polinomio en Factores. En Al- 
gebra se demuestra que cualquier polinomio Q (x) puede expresarse 
como el producto 


Q(x) =4 (x —a) (x —P)....(x —y), (1) 
donde A es el coeficiente de la potencia mayor de x en el polinomio 
Q(x) y 2,fP,.... y son las raíces de la ecuación Q (x) = O. Los facto- 
res x—a, x—f, ... , *—Yse denominan factores elementales. Si algunos 


de los factores elementales del polinomio Q (x) son iguales entre sí, - 
al agruparlos obtenemos la expresión 


Q()=A (ea) (e— $... (e—yl, (2) 


donde r,6,... ,t son números naturales y P+S+...+t=n (siendo n 
el grado del polinomio Q (x)). 


Ejemplos. 

1. El polinomio 3x*-+3x—6 tiene las raíces a=1,P=-—2, por lo que 
3x* + 3x —6=3 (x — 1) (x +2). 

2. El polinomio x'—1 tiene las raíces a=1, P=—1, y=£  —=-—i 


(¿== =—1), POr lo que 
xi—1=(x— 1) (xP 1)(x—D(x+0. 
3. El polinomio i—2*+Yx=x(x—1). Si el polinomio elemental x —4 


aparece en el desarrollo (2) con potencia r, a « se le llama rafz de 
multiplicidad r. 


Las raíces a, f, ... y pueden ser complejas. Es de importan - 


cia para nosotros el siguiente teorema del Algebra: si el polino 
mio Q (x) con coeficientes reales tiene una raíz r- - 
múltiple compleja a+bi, tiene también la raíz r- múl - 
tiple compleja a-bi, conjugada de la anterior. 

Así pues, si Q (x) es un polinomio con coeficientes reales, ca- 


da vez que en el desarrollo (2) aparezca el factor — [x—(a-+b0, apa - 


+ Las demostraciones de los teoremas de los parágrafos 1 y 2 se - 
encuentran en los cursos generales de Algebra Superior. 
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recerá también el factor [x — (a — bi)Y. 
Multiplicando estos factores, obtenemos 


[x — (a + bi)Y [x — (a — bi)! =[(x — a) — biY [(x —a) + bi] = 
=((x — a) 4-0" =(x* 4 px +9), 


donde 
p=—2a, q=0* +0, 


El polinomio x*+px-+q tiene las raíces a = bi y a - bi no pudién- 
dosele representar como el producto de polinomios de primer grado - 
con coeficientes reales. Procediendo de una manera análoga con el res 
to de las raíces complejas, llegamos finalmente a la representación - 
del polinomio Q (x) en la forma 


Q(x) = (x —a) (x—B)".. Llar +Hbx + older tf”, (3) 
En este desarrollo todos los números a, B,...,a,b,c,d, e, f,... son 


reales, y los polinomios ax* +-bx+<c, dx*+ex+f,...no pueden presentarse 
en la forma de productos de polinomios de primer grado con Coefi - 
cientes reales. 


Ejemplos. 

1.24 1i=( —x +41) (x+1). 

2. —1=(** 4x4 1) (x — 1). 

3. 41 (dx 241) (1? —xV2+ 1). 


4. *—1=(x*41)(x — 1) (x+1). 
5. Desarrollar en factores los siguientes polinomios: a) x* —5x+-6;  b) 
“+3 —6x, Cc) x—1l; d) x*—1l; e * (x*—3x+2) (x 4-1), 


2. Desarrollo de una Función Racional en Fracciones 
Elementales (Simples). Se llama función racional aquella 
función definida en la forma de un cociente de dos polinomios, en - 


aquellos puntos en los que el denominador no tienda a cero. Esto es, 


una función racional puede escribirse en la forma de un quebrado? Ll 
donde P (x) y Q (x) son polinomios. 00 

Si el grado del numerador es igual o mayor que el del denomi- 
nador, entonces, efectuando la división, obtenemos: 








Po) R(x) 
TA TE 


donde W (x) es un cierto polinomio y R (x) es un polinomio de grado 
menor que Q (x). 


Ejemplos. 


E 1 
Sn a ÓN ra 
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244x443 3x +2 
e id de e rra 
Sea £% una función racional, donde P (x) y Q (x) son polino- 


Q1x) ” 


mios con coeficientes reales. Admitamos, que el polinomio Q (x) pue- 
de escribirse en la forma (3) (ver Pg.217). 
Teorema.Si el grado del numerador de la fun - 


ción racional a es menor que el de su denomina 


dor, puede entonces escribirse esta función en la - 
forma 








aa CEE O IA 01 Ed 
a E at+bx+e Al 

Nx+P Qx+R Sx+T (1) 
Tarta t (dei+ex+ fp +... Larra 





En este desarrollo, A, B, C, ... son constantes. El desarro- 
llo (1) se llama desarrollo de una función racional en - 
fracciones elementales. 

La igualdad (1) se verifica para todo x real, excepto para los 


valores x=a,f, Y, ..., es decir, para las raíces reales de la ecua- 


ción Q (x) = 0. 

Cada factor del polinomio Q (x) aparece como denominador en 
el desarrollo (1), en todos los grados enteros, principiando con el  - 
grado que el factor tiene en el desarrollo (3) (parágrafo 1) y finali - 
zando con el grado primero. 

Los numeradores de las fracciones del desarrollo (1) son cons 
tantes o bien polinomios de primer grado, dependiendo de que sea el 
denominador correspondiente de primer o de segundo grado. 

Para determinar los números A, B, C, ... multiplicamos ambos 
miembros de la relación (1) por Q (x). Quitando así los denominado - 
res, disponemos en el segundo miembro de un polinomio en poten - 
cias de x. Dado que la igualdad entre el polinomio P (x) y el polino- 
mio del segundo miembro es válida para todos los valores de x , 
los coeficientes de las mismas potencias de la variable x serán igua 
les entre sí. Obtenemos de esta manera una serie de ecuaciones de 
primer grado, de las que determinamos las incognitas A, B, C, ... 
Observación. Antes de desarrollar la función racional dada en - 
fracciones elementales, es necesario verificar que: 


+ La igualdad es válida para todo x, diferente de a,$,1,..., según la 
condición. Para x=a,f, 7, ... €s válida en virtud de la continuidad. 
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y El grado del numerador es menor que el del denominador, 
2”. El numerador y el denominador sean primos entre sí. 


Ejemplos. Desarrollar las siguientes funciones racionales en fracciones 
elementales. 


3 2x— 1 
dl cn rn : 


Dado que x* —5x 4-6= (x —3)(x —2), haciendo 


2x1. _ A B 
5x6 7 x—3 +3 ¿ 
de donde, multiplicando ambos miembros por x”"—5x-+6 obtenemos 


2x —1=A(x —2) + B(x —3), 


por lo que 
2x —1=x(4+8B) —24—3B, 
por consiguiente 
A+B =2, 
24+3B=1, 
de donde A = 5, B = -3, 
Así pues 
2x1. 2 _ 5 3 
AE FO 7 2d. 2" 
3x1 + 3x +12 
(1) (+ 2)x" 


Apliquemos aquí otro método que conduce más rápidamente al - 
objetivo, en el caso en que el denominador tenga solo rafces reales 
simples (no repetidas). 

Hagamos 


304304 12 A B C 
(x—D(x+2x”  x—]1 +2 EA, 


de donde 
3x* 43 4-12=A(x4-2) 4 B(x—1)x + C(x—1)(x + 2). 
Haciendo sucesivamente x = O, 1, -2, obtenemos: 
12=-—2C, 18=34, 18—6B; 


así pues, 


ra A AS 
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3x* 4 3x + 12 


6. 3 6 
(x — 1) AFD x=1 ES Ta 


5 P(x) 
a ax — BM — y) ” 


donde  P(x) es un polinomio de grado menor que 3 y a, P, y Son 
diferentes entre sí, 


Hagamos 
P(x) _ A B C 
«—DA—f(—=Y " x—a Mi je xy? 
de donde 


P(x) =A (x — P) (4 +8 (x— 0 x —y) + C (x —a) (x —P). 


Haciendo sucesivamente x=a,f,y , obtenemos: 





mo Pu => 
a E 
por lo tanto 
341 4-2 =A (e — 1) 4 B(x 4-1) 4C(x +1) (2 —1), (2) 
de donde 
34 2=x (ALO) px (— 2448) 4448, 
así pues 


A4+C=3, —244B=1, A4BC=2; 


obtenemos finalmente 


A=1, B=3, C=2, 


Los coeficientes A, B, C pueden obtenerse por otro método. Ha- 
ciendo en (1) sucesivamente x = -1. +1, obtenemos: 


4=44, 6=2B, 
por consiguiente 
A=1, B=3, 
Para determinar el coeficiente C, derivamos ambos miembros de (2): 


6x +-1=24(x — 1) 4-8 +C-2x. 
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Haciendo ahora x » 1, obtenemos: 
71=B+2C; 
por consiguiente, C = 2, 


Es conveniente emplear este método en aquel caso en que el de- 
nominador de la función racional tiene raíces reales múltiples. 


+! _A,8B C D E 
1 A a ar 


por consiguiente 


“4 1=A(— 1D FIA Br — Dr 14 
Ca dy 4 Da? a — 1) 4 Ex" (x — 1) (x +41). 


Haciendo sucesivamente x = 0, 1, -1, obtenemos: 
1=-—A, 2 =4C, 2=-—-2D, 


de donde 


Así pues, tenemos: 


Pq =D) (4 194 Bo (4 — 1) (0 194 
HA (41) — e (x — 1) + Ex* (x — 1) (x + 1). 
Derivando ambos miembros, obtenemos: 
4 (e IP 2 (0) EB— Et< 


+FEx(x +19 +Y2x (x — 1) (+ D]+x(x4 1) +4x (x+1)— 
—2x (x — 1) —* 4 El2x (x —1) (4 1)++x (+1) +. (x —1)]. 


Haciendo ahora sucesivamente x = O, -1, hallamos: 


por consiguiente 


B=1, E=—Í. 
“421 A, Bx4C | 
ener =1 2 l 
de donde 


+ 2x —1 A (x* 4 1) + (Bx + C) (x — 1). 


Haciendo x »= 1, obtenemos 2 =» 2A, es decir, A = 1. Efectuándo las 
operaciones e igualando coeficientes, hallamos: 
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=A+B, 2=-—B+C, —1=A-C, 


por consiguiente 


B=0; C=2. 
3x* +1 A BxX+C | Dx+E 
Mc e e 


Quitando denominadores e igualando coeficientes, obtenemos: 
A+D=0, EFD=0, 244+-B4+E+D=3, 
BY4CFE+D=0, AFCHE=1, 


por consiguiente 
A=1, B=1, C=-=-1, D=-—-1, E=1, 


10. Desarrollar en fracciones elementales las funciones racionales que 
aparecen como integrandos en los problemas del final de este capítulo. 


3. Integrales de Funciones Racionales. Desarrollando una 
función racional en fracciones elementales, llevamos la integral de la 
función racional a integrales del tipo 





a) [LE =4I]x—0]+C; 
Adx A 
b) > == — FT Ye (rl); 


+8 
ae 


(siempre que el polinomio a*+bx+4c no tenga raíces reales, así que 
b* — 4ac < 0). 
Para calcular la integral del tipo Cc), observemos que 
b PA 
atro=0 (04 + <)=e[(+*+3) —2 +5 , 


por consiguiente 





—P 
abr pe=a(< 242) q eS Ea (1) 
Introduzcamos una nueva variable z, de acuerdo con la fórmula 


a(x4+ 3) = eE z, (2) 
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de donde encontramos 


pas o nta 


(3) 
Teniendo en Cuenta (1) y (2), tenemos: 


ato o E 41), 
Así pues, empleando la substitución (3), obtenemos: 


Mz2+N 

A as 

donde M y N denotan constantes cualesquiera. 
Además, 


MAN, 2 dz dz 
a AN aa 


Aplicamos a la segunda integral la fórmula de reducción (Pg.213, fór- 
mula (6)); haciendo en la primera integral 2*+1=* (Pg.208, Ej. 8), 
obtenemos: 


2 dz 


1 1 
UN air +C 141; 
=3m4+040, 





Ejemplo. 


e 5x +3 
ATA A 
a a 
Haciendo  2(x—1)”=8z*, de donde x=1-+)2z, asf que 
2x* —4x 4-10 8 (24 1), dx—=22dz, 


por consiguiente 


(rw z = Var 107 4+8_) 2 dz dz 
(2x mas Ha? Str Sr 
Pero 

2 dz 1 1 

e TA 





Sat= po hz args 
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( ver Pg.213, fórmula (6)). Así pues, 


S5x +3 2 51 
SAFARI 
loz l — 5 +42 1 
Herp arer O py e y argz 0. 


Substituyendo ahora ¿= 7 hallamos 





det 2x—7 eel 
2 


5x +3 
a+ 10) =p + 8 arctg +C, 


Problemas 
Calcular las siguientes integrales 
5% +1 5 15 3 
1 Meri * o ES 
x —1| 
2, e APIS *> am +7 +0 
x+1 EN 
A =p to 
x dx La 1+3Y 
ls Lp =p (a) +0 
5 —z arct ct E 
TS A By TA 


dx 2 x 1 
A pa arctg 7 — y arctgx +. 


3x* — 5x 


7 In1x—21435 q In (43) — Le rg + 





























ci o 22 +c. 
MA lis + arg £4C (a>0). 

10. 27 5 Id gin 4472 arctg 2 YE 2 
mf ==, =p 1 A 
HE Va mi" O atera pa +C 

13 ¿E 10 lios arctg 8, 4 c. 





4 ¿pa =p VAT C. 
15 15, $ HL a=h1m 5 E|+c 
E eS an]5=|+0 

17. (ea de 


19x1 3x0 (x0 — 3x* + 4) +30 al 
o ES 
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dx : x—a . 
19. ==” ab; haciendo 3 =* obtenemos: 


s=p45É, =p 


(e (e P=(0 PE. 


por consiguiente 
| dx 1 (1 — gn 
S [(<— a) (x— BI" (a pS 7 de 


Determinar por este método las integrales 


; dx ; o dx 
a fa" ; D) (=p * c) eE 


Sugestiones. 

En 1), 2) dividimos la parte entera, desarrollando la función ra- 
cional restante en fracciones elementales. En 3), 4), 5),... , 13) desa 
rrollar en fracciones elementales; 14) x=x% 15), 16), 17) x'=% 18) 


xt, 


CAPITULO XIV 


"INTEGRACION DE FUNCIONES ALGEBRAICAS 





tencias fracionarias, entonces, si con p se designa al mínimo común - 
denominador de los exponentes de las potencias de x, se podrá, me- - 


diante la substitución PASA eliminar las potencias fraccionarias. 
dx 
haciendo x=2*, dx=6z2'dz, obtenemos: 


6 dz  - e 
17 as =5V EA + =6z2 —6 arctg2+-C, 


Ejemplo 1. 1=$ 


por consiguiente 


I=6 /%—6arctg /x+C. 


—dx; haciendo x=2*, dx=42' d: 
Xx 





Ejemplo 2. 1=| 0 
1+ 


obtenemos 
22dz 


— 








I= SE e de=4| 
=4 (5-44) l24 1140, 


por consiguiente 
4 4 - — = 
I=3VPi+g VR 2 Vx 4 y xix 4 1)4C 


Observación 1. Se procede een una forma análoga si dentro del - 
signo de integración aparecen potencias fraccionarias del binomio - 


ax + b. La substitución «x+5b=2z"” (p, lo mismo que en el cas: 


rior) permite eliminar las potencias fraccionarias, 





Ejemplo 3. 1=$ ¡x+41=2, dx=2z2 dz, 


dx 
xVx+l 
por consiguiente 


2z dz ae z—1 
IS a 2 l+< 
asÍ que 





1 | 
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Observación 2. Si bajo el signo de integración aparecen po- 


tencias fraccionarias diferentes de la expresión FE , es entonces 


posible eliminarlas mediante la substitución Hr =>" (p, igual que 





en los casos anteriores). 


Ejemplo 4. ¡[Ll y/ Lar, LEA ral, 


22 dz 


E== RIF: 


por consiguiente 


— 2 dz Pa 
I= (21): 1 pde 





=-— 22 — In |f 
2 

















es decir 


Ea e TEX 1+x : E 
* [=-2 Y E-=m+ (Y 2-1) |+c. 
2. Integrales Binomias. Las integrales del tipo 
[47 (ar +0Y ax, 


donde m, n y p son nómeros racionales, se llaman integrales bi- 
nomias. 

Si p es un número entero, la integral se encuentra directamen- 
te según el método descrito en el párrafo 1. 

Sea ahora p un número no entero. Introduzcamos la substitu- - 


ción 
1 1 


=-1 


x=2", de=-= 2% dz, 
Si 2>0, entonces 
f* cra 7 ar Y+by dz 


==? Lp n tro (E dz. 


Así pues, vemos que si ma es un número entero, la integral 








binomia se transforma en una integral de función racional mediante - 


la substitución 
a+b=f 


la es el denominador del número p) 
Si "tl es un número entero, obtendremos una función racio- 
nal por medio de la substitución 


pe la, ígual que en la precedente) 
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De esta manera, la integral binomia puede transfor- 
marse en integral de una función racional si úno de 
los números 








m+1 m+1 
? + ) n +p 
es entero. | 
Ejemplo. 
3 
I=4 x* (1 —x1) 2dx, 
Aquí, tenemos m=3, n=2, p=-. Por lo tanto mHl_o 
. n , 


por lo que puede transformarse la integral dada en una función racio- 
nal. 


Hagamos Ñ 
x=—?f, 


xdx= + dz, 
por consiguiente 


1 A 
I=>3 | 2(1—2) Zdz, 
Escribamos ahora 
l=2=f* (t>0), 
dz2= —2tdt, 
entonces 
1—A 1 
por consiguiente: 
1 ERA 2—x1 
== —= — it == 
Ii VI A4C A+ +0 
3. Integración de Funciones Racionales RÍx, y)” La in- 


1 
Vi—z 





+VT=Z4C, 








tegración de la función racional R(x,y) , cuando L=Vad+bx+-<) conduce a 


la integración de una función racional ent, mediante una.de las tres 


siguientes substituciones: 
1) 4>0; - | 
Hagamos 


Vara Fe—xVMa=t, (1) 
de donde E 


arto po=ax +2 Y alt, 


+ Se llama función racional R(x, y) de dos variables, a 
una función definida como el cociente de dos polinomios en (x, y) para 
aquellos puntos en los que el denominador sea distinto de cero. Supon 
dremos siempre que los coeficientes de los polinomios son reales y - 
que los polinomios son primos entre sí. 
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por consiguiente 


ox +e=2*V al+8. 


Escribiendo 
Pa 
b—2Y at” 
obtenemos 
TT var dt, 
Vartrrte=xV a t= Yet+4nt- Vas 
EE ea b—2Vat 


De este modo, por medio de la substitución (1), expresamos en 
forma racional 


Vax bx+c, dx 
mediante la variable t. Por consiguiente, la integral 
conduce a una integral de una función racional de la variable t. 
Ejemplo 1, 
Vat6x +5" 
Dado que 


a=1>0, 
obtenemos entonces 


VTF6E5—x=t4, 





de donde 
_ 4-5 _9—P46t—5 SIETE _— PP 4615 
=p 42 Ea, Ve 5 ES, 
por consiguiente 
2dt 
I=| E =— 11138 +, 
es decir 
=-—In[34x—Vx-F6xFP514+C. 
21c>0. 
Hagamos 
Vartfrateo=x0x Ve, (2) 
de donde 


abro PH 2 tU c4<e, e le 
Por consiguiente, al hacer 


x= AV cb 
a—ié 


obtenemos 


—9Vc—bM4aV Eg 
de AN 
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Veo iyo e teoHlS ss 


al 
Así pues, también en este caso, después de hacer la substitu - 


ción (2), la integral FR, y)dx 8e traasforma en una integral de fun - 


ción racional de la variable t. 


Ejemplo 2. 
Hagamos 
V—x—3xP4=xt42, 
de donde 
Td 921432 
x= Pr > da dt, 
Y == R, 
por consiguiente 
¡=p =—2artgt4C, 
así que 
l=-— 2 arctg YAA 
3) b* — 4ac”>0. 


Designando como «y g las raíces de la ecuación ax +bx4c=0, 0b- 
tenemos 


axr?*H bx + 0=a (íx — a) (x —P). 
Escribamos 
Vax*H+ox+c= Va (x — a) (x — B) =1(x —a), (3) 
de donde 
a(x—a)(x—P=*(x—a), a(x—P=f (x — a); 
haciendo 
p—af 
x= = =A4 

obtenemos 


2a (B — a)t A —a)t 
dx= a — Aj dt, Varo pet, 





Por lo tanto, mediante la substitución (3), la integral F Rex, y) dx 
se transforma en una integral de función racional de la variable t. 


Ejemplo 3. 
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I= hw 
Tenemos 
p*—4ac—=4*—4.1.3=4>0; 
puesto que 
—x* + 4x — 3 = — (x — 1) (x — 3), 


entonces escribimos 


V — (x — 1) (x — 3) = (x — 1) 4, 


De donde 
+3 e 41 dt AAA, 
ap T> =— a V —x += 7 ] 
por consiguiente 
2 dt — 
l=-— 241 ?2arctgt4-C=-— 2arctg V == +8 


Obsrvación. Si a<0 y c<o, las dos primeras substituciones no 


serán convenientes. En este caso es posible siempre emplear la ter- 
cera. En efecto, si a<O, c<0 y b—4ac<o, el polinomio ax*-+bx+< 


será siempre negativo, y la expresión Va Fox Fc no será real 
sea Oual fuere el valor de x. 


4. Algunos Casos Particulares de Integrales de Fun- 





ciones Racionales Rí(x,y) con L=Y ax? + bx +<). 


1) Una integral del tipo 
2% dx 
il 


puede calcularse también por el siguiente método, 


, a<o0, b* —4ac>0, 


Tenemos 
aro o=— (1 la|— PE A 
"Haciendo + Ta | 
2  biz4ac 
Xx a| — —_—— e 
Y | 4 
esto es 7781 mr) la] 
Vi — Bac 
ratas ajal 
entonces 





._V 5 tac 2 b*—4ac 2 
== E ax + bx +e0= 4Ta] (1 — 2?). 
Por consiguiente 
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= dz ] ¡ 
dr o 7 sinz+C, 
así que 
A IA lax+bo o, 
at=- TOMA E EL a EC. 
Ejemplo l. 
E O. 
== nn bd 
5x—6r —1=-—(xV 6-35) +3: 
Hagamos 
US A 2, 
A (+V8 275) => 
de donde , 
1 1 
=p +p* dx=2d2, 
5x6! —1=3 (1—23, 
por consiguiente 
dt > pe | 
V 5x—6x1—1] a? == tresinz4-C, 


así que 


dx 1 
[yr 04 cs 
A 
2) p 
x—a Vario" 
Escribamos 
A 
2 
entonces 
] 
x=a 3. 
"Si x>a,. entonces 2 >0. Por consiguiente, para x >>a obtene- 
mos 
Vat Y EE REN IVA EM EN 
(L=a* + ba+<, Medardo N=a). 
Puesto que 


d=—% 
ga» 


entonces 


dz 
va >». 


Procediendo análogamente, obtenemos 


Parres y ES: 


Ejemplo 2. 
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dx 
(x—1V 21" 
Hagamos 
x—1 == 


z , 


de donde 





1 dz 2 2 
2=14L, ar=- E, Ya i=y 221, 


ya que para  x>1l,z>0, entonces Ve pI=V22PF2 Fl, derdonds 


==) dz 
VAFTZE 


Aplicando en la última integral la substitución en Pg. 22% 


obtenemos Va 41=V 2244, 
I=77In4242—-2V/2/ 24 F32F1 F22+1)+C. 
Haciendo, naci => obtenemos para x>1: 
de 11 242-2124 E1 
(x-1)VxF1 O e a 


Puede fácilmente demostrarse que la fórmula obtenida es tam- 
bién válida para x<1. 


3) a dd rn Ax dx 
(aparte ” 
Calculernos esta integral por medio de la substitución 
Vartc=!t. 
Tenemos 


acr+eo=f", PE a 





Ea xdx=-2t dt. 
Por consiguiente 


A di 
I= Vaya afi+ (ay — ac) * 


Es fácil calcular la última integral (Ver Cap. XIII). 











Ejemplo 3. 
IV xdx 
01) Vip 4” 
Hagamos 
| Vot1=t, 
de donde yr 
E t— y 
A e E 
32=7 — 2y14 7 


234 - CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


por consiguiente 


a id e 


EN 











> a 
(ax* 4- y) 
Escribamos 
Vax*+c=xt, 
de donde 
A ec 
Saa: 
por consiguiente 
xdi= ct dé 
(* —a 
dx == xdx__ dt 
Vai+e — A BA 
y por lo tanto 
qe area 
Ejemplo 4. ak 
QA+IVYAF4 
Haciendo 
Vo TF1i=xt, 
obtenemos, como anteriormente 
a dx dt 


por consiguiente 





y de 1 t 
=== mtg 77 +0 
Puesto que 
¿VIE 
entonces ñ 
Aa 1 VF4 
[= — — arct , 
AT ÓS 


Observación. Una integral del tipo 


o =2  AX4B>_ dl 

ar) Vartc 

se calcula tomándola como la suma de dos integrales de los tipos 3) 
y 4). 

5 Er (Ax + Bjdx 7 


+ Si $*—4ar >0, entonces a +fx4+7 tiene raíces reales y la integral 
se Calcula fácilmente. 
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Trataremos de llevar esta integral a una del tipo 


f (Ax + B)dx 
ar yVarqe” (1) 


a) Si  a:a=f:b, entonces, por la substitución 
b 
x=—23 +* 
transformamos nuestra integral en una del tipo (1). 


Si «Jj no son proporcionales a los números a, b, esto es, si 


ab — aj 40, 
entonces, escribimos 


p+9 


AA z+1 (2) 


y tomamos los números p y q de tal suerte que nuestra integral se - 
transforme en una del tipo (1). 
Empleando la substitución (2), obtenemos: 


j (Lz 4 M) dz 
(a 2? $3+ Vaz +0b,2+<, 


(el signo depende de que z¿>-—1 6 z<-—1), donde 
L=(4p+B)(p—0), M=(49 + B)(p—4), 


a, =ap' + Bp+y, a, =0ap' + bp+-<, | 
B, =20pg + PloH+9)+27, b,=2apg + b(p+q)+2e, 
n 0. ++ e =ag' +-bq+4-<. 


Determinemos los números p y q de tal suerte que f,=0 y 5,=0, 


Para ello, habrá que resolver el sistema de ecuaciones 


2 pg+B(p == 
2a pq +-b(p A 2c=0 


Puede demostrarse que el sistema (3) tiene solución real si 
ab—ap40 yP* — tay <o0. 


(3) 


Ejemplos 
pl (Qx +1) dx 
Sa r=| (442 +46) 20 + 4x1" 
Dado que los coeficientes de los polinomios son proporcionales, 
hacemos entonces la substitución 


4 . 
x—= — 23 + 2=2— 1 a 
De acuerdo con una substitución eS obtenemos 


¡=| ¿Epa = Da 

+) V 23 Y 2223" 
Da (Q2x — 5) dx 

5b I= Vs 10x +9) V 5x* —12xP8" 

Usemos la substitución 


Ñ «E ¿ 


CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


236 
Determinamos los números p y q del sistema (3) 
6pg — 10 (p+)7-18=0, 
10pg — 12 (p4-q)+16=0, 


de donde pg=2,p+q=3 y por lo tanto p=1l, q=2 
Consecuentemente, al substituir 


242_ 1 
San ser 


2417 
obtenemos para z¿2>—l, esto es x>1l: 
A (3z + 1) dz 
Er I)V2p4 


ova matan WEST 


Estas últimas integrales las calculamos en los ejemplos referentes a 


los tipos 3) y 4), (P4g.234), 
Por lo tanto 


IO o E 





2V7 





ya que 
_ 2 V En, 
== y Ve“+t= ——Á 
entonces 


V 5x* — 12:48 -— (x — 1) yi 
a AA AR 
VITAE (a — 1) Vi 


EN V5x—T2xF 8 
+ Mr +C. 





(4) 


La fórmula (4) es válida para x >1. 
Considerando ahora que en la substitución 
—*++2 
zp 1 
y por consiguiente x<1!, obtenemos: 





2<—1, 
3 AS al pa 
a arctg 2 + C. 
vam+yi* 
Puesto que 


*-2 VAFi=-— V5x E 3. 


x—1” 


zz — 


entonces 
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Vx —T12x+8-(x—1) vo + 
— 1: ——I7> 
2118 VTA FER (m1 yo 


TRES 
ir Ena 


l= 





Vemos entonces que la fórmula (4) es válida para todos los valores - 
de la variable x. Para x=!l es válida en virtud de la continuidad - 
de la derivada y de la función integrando. 

5. Observaciones acerca de la Transformación de la 
Integral (RC y) dx. 

Aunque las substituciones indicadas en el párrafo 3 transforman siem 


pre a la integral (Rs, y)dx en la integral de una función racional, es 


sin embargo frecuente para evitar cálculos engorrosos, transformar - 
previamente en una forma adecuada a la función R(x, y). 


Notemos que si n es un número natural y que y=Vax*TFbxFP<, 


entonces 
y" (ax +bx+o0), Ze y=(ax* +bx+c0)y, 


De aquí vemos que cada uno de los polinomios H(x, y) en las varia- 
bles x, y puede presentarse en la forma 


| H(x, y) = VW, (x) +yV, (x), 
donde VW, (x) y W,(x) son polinomios en x. Por lo que a la función racio 


nal R(x, y), cociente de dos polinomios, es posible llevarla a la forma 


— Yi 4%) +yW, (x) 
ADS OS 


donde Y, Y, Y, W, son polinomios cualesquiera. 


Multiplicando numerador y denominador por Y, (x) —yW, (x) Y ob- 
servando que 


[7,0 — y W,L(ODTIV, (0) + W, (1)]= Wi (<) —y* Wi (x) =P, (x) 
(donde ?,(x) es un polinomio), obtenemos 


Po) +yP, 9210 PL) — Pr Pray” 
LANA PL0o TB) POT" 








Haciendo además 


P, (Xx) Poy" 
AR =7M ER =S tx), 
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obtenemos 
Re, =T(0-032, (1) 

De aquí vemos que a una función racional RIx, y)ly=Vax*+bx Fc) 

es siempre posible llevarla a la forma (1), donde T(x) y S(x) son fun- 

ciones racionales. 

Ejemplos 

1, <+4Vx-1_ a+ VA 1 


- x—Vx=1 Ax — Vx — 1) (x+YVxr— 1) 
por lo tanto 


=2*—14+2y2=1, 





xYVé=I_ 1% 2x* — 2x 
o E Ed 

2, Plr+Quy_ PQ +2POQY_ PEO, 2P0Y* 
A 


Volvamos a la integral $ Rd, y)dx.. En virtud de (1), tenemos 
$ Ri yrax =f (ax + [2 az, 


La primera integral en el miembro derecho es una integral de función 
racional; en el capítulo XIII se estudiaron integrales de este tipo. 


Para el cálculo de la integral (Ma llevamos a la función ra - 
cional Sí(x) a la forma 


S()=W(0+2%, 


donde W(x), P(x) y Q(x) son polinomios, siendo el grado del polinomio 
P(x) menor que el de Q(x). Desarrollando, finalmente, la función 20) 


Q(x) 
en fracciones elementales, reducimos el cálculo de la integral (as 
al cálculo de integrales del tipo 

W d. 
¡a Sc > Paid o 
y (x —aY y (ax* + fx +1) y 


Mostramos ahora algunos métodos simples para el cálculo de las 
integrales (2). 
a) Integrales del tipo 


W (3 dx 
Var +bx+< 
(siendo W(x) un polinomio) 
Si W(x) es un polinomio de grado n»>=1, puede entonces de -- 


mostrarse que la integral de un tipo tal es siempre posible llevarla a 
la forma 





f VW (x) dx A 
Vad+bi pe 
A o a 
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donde A, B, ... , C, D son ciertas constantes *. 
"Para determinar estas constantes diferenciemos ambos miem -- 


bros de la igualdad y multipliquémoslos en seguida por .Vax'+bx+Fc, 


Igualando los coeficientes de potencias iguales de la variable x en am - 
bos miembros de la ecuación obtenida, estableceremos un sistema de 
ecuaciones del que podrán determinarse las constantes A, B, ... , C, D. 
VW (x) dx 
Vad+bx+e 


. Esta última podremos calcular- 


Así pues, el cálculo de la integral se reduce al - 


cálculo de la integral ere 


la con ayuda de alguna de las substituciones indicadas en el párrafo 3 
(Pg. 228) 


Ejemplo 3. [ys 90 —=Ta= | PEEL a 


-- 6x —1 


Hagamos Do 
me ——_——— dx 

ALZAS dr = (Ax PB) MV 5x*—6x —1 _ As _. 

Ya —1 FB Y Él +cf Via —b1T' 


derivando ambos miembros de la igualdad, encontramos: 


5% —6x— 1 
A 


pl r4 Bo 071 €, 
2 Yói—6x—1 ' Y5i—6x—-1” 


multiplicando ambos miembros por el radical y ordenando, obtenemos: 
5x* —6x — 1 = 10Ax* -+ (58 — 94) x + (C — A — 3B); 
por consiguiente ' : : 
10A=5, 5B—9A=-—-£6, C—A—3B=—1 
de donde 
A=%, Ba==A. cant 


$ Y 5x* —6x—1dx= 


Así pues, 


7 
f Vix —6x-1' 
Respecto a la última integral, escribiendo 


V 5x* —6x—1=x V5+t, 


: dx 1 
(y E=-=-y7 1111062 V5VSx*—6—T]FC. 


b) Integral del tipo 


obtenemos: 


E W (x) dx 
(a Vai+bx+e 
* La existencia de tal desarrollo la admitimos sin demostración. 
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(W(x), polinomio de grado menor que r) 

Si r=li, el polinomio W(x) es una constante, y por lo tanto, 
obtenemos una integral como la considerada en la Pg. 232. 

Si r>1, puede demostrarse lomitimos la demostración) que 


una integral de este tipo puede llevarse a la forma 
VW (x) dx yla 
Y arFbr pe 
Axr”"2 +Bxt+. +C 


== Ve 
dx 
+D| a—-aVartbipec' 


donde A, B, ... , C, D, son ciertas constantes, que se determinarán - 
como se hizo en el caso a) en la Pg.239.. 
Calculamos la última integral como lo hicimos en la Pg. 232. 


Ejemplo 4. 
VAFPT E +1 = 
EPS lay ae | 
4412 A 
=—1F VTIT o m7 TER 


Derivando ambos miembros de la igualdad, obtenemos: 


a 

x— IVA pr 
— MAA By AX+B__x C ¿ 
(x— 19 ls a rd 


multiplicando ambos miembros de la igualdad obtenida por (IVA 


y agrupando términos semejantes, encontramos 
4 1=— x* (244 B=C)—x(A+B+42C) — (44 2B —C). 
por consiguiente 


24 B— C=-—]1 
A+ B+2C=0, 
A+ 2B— C==—1 
de donde 
1 21 | 
E a rs 
Así pues 





Vé+l O 
== ms VA ny VAT 


La última integral fue ya calculada en la Pg. 233. 
c) Una integral del tipo 


' VW (x) dx 
(a+ Bo Y Ya Fox +e 
W(x), polinomio de grado menor que 2r; el polinomio ax" fx-+y es - 
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un polinomio con raíces complejas, esto es, f*—4ay<0). 


Si r=1, el polinomio W(x) será de primer grado y la inte - 
gral dada coincidirá con la estudiada en la Pg. 235. 
En el caso en que />1, es posible demostrar que la integral 
del tipo considerado puede llevarse a la forma 
E 
(at Varo pe 
o AA Bt]. +4C 
7 (TE Va ti tc+ 
Dx+E 
e] A rr 


donde A, B, ... , C, D, E, son las correspondientes constantes, que se 
determinarán como en el caso a), Pg. 239. 
La integral 





E dx 
(ax*+Bx+ 1) Var Ebxte 
se caloula como se hizo en la Pg. 235. 


Problemas 


a Y 7 EVA la A ne 


1 
q go 14 12 —arctg 7 | 4 


Ves DES = Pre VD 
“y Es LB) 


sa ire 


= 12 [q *- 


[ 
| 














5. ret VIFHAF+C. 
ET El PCIA 
71 $ 5 E) 
dx x == 
7. < -- 2-2 E E E -KE-PmJmzz AX . 
in AS 
5x — 2 
8. n= E —= arcsin 3 +C. 
dx 1 
hdi V3 arcsin (6x +5) + C. 
Lao VA 
TF =3= 2arctg —; +C. 
x* dx 3 
ei ie 4)V=+2- 


— 01142: 42VTF3FR 146 
2, VAS + 1—2x— SY A arca E a 
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. 3 
A 
xt — 195% 
Vo+F6+5 Ñ 

=$ (14 — 773 4 105% — 175) VI F0F54C ] 


14, 


Sven ra 
=p VEA 85 F5- 
9 Ds id 





dx EA 
yr V + 
a mE 

xVT+x IFVIEA 
dx VIF2+F FRE 


ela 

1] VERE e 

10. A 
có 


RS arccos 14% 
C+FPVA=1 YI=pi x+p 

















+ Ccon|p[<L 


CAPITULO XV 
INTEGRACION DE CIERTAS FUNCIONES NO ALGEBRAICAS 


l, Observaciones Generales, Como caso más 
grales de funciones no algebráicas, se presenta la integr: 


Vie (y (ax, 
analizada en el Cap. X11, P4g28.207, 
Ejemplos. 
l. I=1 sin(a%) a" dx (a>1. 





Haciendo ; 
aA=!t, 0*lna dx==dl, 
Obtenemos : 
cos 
¡=p sntát=— 2% 4 c, 
or consiguiente 
p g ¡= HO +C. 
sy dx il 
2. 1=5 (nx) => 
Haciendo Inx=f, = =dt, 
1 
obtenemos ! =/ td= 4-C, 
¡ 
por lo que I=-3 (In x)*4-C. 
37, I= $ estax cos x dx. 
Haciendo 
sinx=t,  cosxdx=:dt, 
obtenemos a 
| I=ledi=e+-C, 
consecuentemente 


[ex 4C, 


4. I=| sin* x cos! x dx, 


J== Ñ sin* x cos* x cos x dx = y sin* x (1 —sin* x) cos x dx. 











Haciendo 
Ent sinx=f, 
ntonces ! 
11/1/78 EL 
I=$ e 1) a=F-E+c, 
de donde _ sino sinsx 
1 go +. 
5. Ae sin?x y 
a 
1=( 1% e tex 
Escribiendo as al cos" x 


dx 
tgx=l, co 
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tenemos: y 
E 2 Pad . 
I=/1 d=3 +C; 
tex 
Así pues ¡=%2 +C, 





6. =f (arcsio x)' 


Hagamos aquí 


Vi=xt" 


dx 
arcsin x =f 
obtenemos: '" yT=z 


ae ] 
1 =- (aresin x)* 4-C, 





=di, 


por lo que 


2. Integrales de Funciones Exponenciales y Loga--- 
rítmicas, 
1. Una integral del tipo 


$ ta”) dx 
se transforma, mediante la substitución a*=+f en la integral 
ma See, 
Ejemplo 1, e 
1=$ V1—a* dx, 


e JA a 
Hagamos a* —t, entonces I= Y =p, 


Suponiendo ahora que 
1 a 


obtenemos: 2dz y 
== A = m3 | 22 + In |] +<c. 


De donde, volviendo a la variable x:. 





¿=/T=2V1=%, 
encontramos 1 Vi 2] 
l=1.4 92 x* . 
ñ Vi—4H+ In 1 Vi== +C. 








11. Una integral del tipo 
| W(x) a* ax, 


donde W(x) es un polinomio que se calcula por el método de la integración 
por partes. 


Haciencao u= W (x), du = ps (x) dx, 
dv=a*dx, v=E 
na” 
mos: W 
obtenemos [wora22E— wear. 


Dado que el grado del polinomio W'(x) estmenor que el del polinomio 
W(x), entonces, procediendo de la misma manera, llegaremos finalmente 
a la integral 


x 
for da=X*X%. 
Ina 
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Ejemplo 2. 1=| (x* —2x +3) a* dx. 


Integrando por partes, obtenemos: 


_(A—2x+3)a* 1 
I= a a ma) (2x — 2) a* dx. 

Aplicamos a la última integral nuevamente el método de la integra-- 
ción por partes: 


k po Xx __ (Lx — 2) a* 1 x 
j (2x -2)a dx = Ea 2a* dx, 





ina 
De este modo, finalmente obtenemos: 


_[x—-2x4+3  —2x-2 2 Xx 
1=| Ina (la ay +) a*4C. 


111 . Una integral del tipo 
Ñ W (In x) ax, 


donde W es un polinomio, se transforma en una integral del tipo 11 me-- 
diante la substitución 


Inx=t. 
En efecto, tenemos: 
x=e', de! dt, 
por consiguiente, 
| W(n x)ax=| W(t ear. 


Ejemplo 3. 
[= ¡ (In? x—21n x+43) dx. 
Haciendo 
Inx=!f, 
obtenemos: 


I=| (4 —2U4+3)0tat. 
Integrando por partes, como en el ejemplo 2, hallamos: 
¡=(P—4+7e +C, 


así que 
de [= (Inx—4Inx+7)x+-C. 


1V. Una integral del tipo 
$ nx)" ax 


l donde m es un entero positivo y n un entera ) se calcula mediante la --- 


substitución 
Inx=t, 


sin =-1l,o bien mediante la integración por partes sin +* - ll. 
A saber, hagamos 


ú = (In x)”, du =m (In ro 
qt % 


du=x” dx, ar 
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entonces 


A+ 1 1 m 
f x* (In x)" de LA ES (Inx)"=" de. 


Procediendo análogamente, llegamos a la integral Ver dx. 
Las integrales del tipo 


$ W (x) (In x)* dx 
( donde m”> 0 €£nt., y (x)es un polinomio ) se calculan como las del tipo 1V, 
Ejemplo 4. 


1=| (2% —3) (In x)* dx. 
Ñ 
integramos por partes. Haciendo 


u= (In x)*, d=21xH, 
dv=(2x—3)dx, u=x"—3x. 
] = (x* — 3x) (In x)* — 2 $ (x — 3) ln x dx. 
integrando nuevamente por partes, encontramos: 


obtenemos: 


ft—3) Inxdx=(+7x*—3x) In—f (+3) dx. 
Entonces, 
[= (x* — 3x) (In x)* — (x* — 6.) In +10 —6x 4C. 


3. Integración de Funciones Trigonométricas. | 
G Si R(u,v) es una función racional de las variables U, V, la inte--- 


gral | R(sinx, cosx)dx se transforma en una integral de ura función racio-- 
nal mediante la substitución 


x 
ez =t 
En efecto, tenemos: 


x x 
sine=—— 2 __2 





sint £ 
Ya que 


entonces 


Puesto que sinx, cos xr 


Y dx se expresan racionalmente en función - 
de la variable t, la integral | R (sin x, cos x) dx pocrá entonces transformarse 


en una integral de función racional con ayuda de la substitución indicada. 
Ejemelo 1. 


1=N dx 
“—)3sinx—4cosx * 
Haciendo 


g3=4 
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obtenemos: 2dt 
Ie 1 dt * 
= 6f 41-50 723 3 
FA TIT A *4+ t-1 
es decir, , 
2 2 ; 1 
1 5 5 1 ... ... 
I=> —= +5 |d=>w e 
2 t-> t+2 5 in +2 +C. 
AsÍ pues, cbr 
¡=5 In - E C. 
ty 35+2 


II, En algunos casos, la integral R (sinx, cos x) dx puede calcularse con 
mayor rapidez, empleando las substituciones que se dan enseguida, 
a) Si R (u, v) es una función impar de la variable u, es decir, si 
R(2, v)= —R(—a, v), 
se emplea entonces la substitución 


ni cos x= f; 
asi que 





sinx=Y 1—*”, == (0<x<m. 


b) Si Ríu, v) es una función impar de la variable v, es entonces po- 
sible emplear la substitución 
sinx=t, 
: — dt 
cosr=V1=R, == (=3<x<+3). 


c) Si R(u, v) es una función par de las variables u,v, esto es, si 
R(u, 0) =R(—4, —0), 
se hace entonces uso de la substitución 


gr=t  (-¿<x<+3), 





t 1 dt 
si HA ás TO zE—_———— =— 
nx ViFA" dos x YTER> d=¡paA . 


Ejemplos. 


e sin? x 
ei f costx Pp y e. 


La función integrando es impar con relación a sen x, porque 
sintx __  (—sinx)” 


cofxp1 cost pi? 
apliquemos por consiguiente la substitución 


cos x=lf, — sin x dx — dt, 
Así pues 





I=S4H : a=S (1 — 1) e=1—2ardgt 40. 
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Obtenemos finalmente: 

]=.£0s x — 2 arctg (cos x) + C. 
E cos? x | 

== ar. 


La función integrando es impar con respecto a cos x, así que es po- 
sible emplear la substitución 








sinx=t, cos x dx = dt. 
De esta manera 
E 3 1 3 1 
== lidia 4 
de donde 1 +31 
== pi 16! JE rl +c 
finalmente, 
ie 1 3 2sinx— 1 
I=—<sinx4- 58 In np] EC. 
4. 1=1 qe 
— ) sintx —4sinx cosx+05c0stx* 


Dado que la función integrando es una función par en relación consin x 
y cos r, hacemos entonces 


tgx=u. 


Tenemos, de este modo, 
l= du =) du SE 
— Jai 5 EA FT Arctg la — + . 


por consiguiente 


Il =arctg (tg x — 2) +-C. 
MI, Consideremos ahora una integral del tipo 
$ sin xcos* x dx, 
Si s y k son enteros, entonces, como se deduce de Il, Pág, 247, 
para $ impar, aplicamos la substitución cos x =t 
para k impar, áplicamos la substitución sen x = t 
para s y k pares, aplicamos la substitución tgx=!f. 
Si s y k son números fraccionarios, entonces, haciendo sen x = t, obte-- 


nemos: A—1 
$ sin" x cost xde= [4% (1 —tt 7d 


La última integral es una integral binomia. Solo puede calcularse en el - 


caso en que uno de los números $41, E, ea sea entero (P4g.288) 
1 
DB. El a mts 2 xdx. 
Ya que Ep entonces, aplicando la substitución 






sinx=t, 
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obtenemos la integral A 3 
I= 4087 ay 


la cual se toma en la última forma. En efecto, haciendo 


t=Vz, 
obtenemos: =$ 
1 fi 4 
I=3|z (5) dz. 
Substituyendo, finalmente 
l-z_ 
TW, 
obtenemos: 
== 7: 
FS wFl* 


Desarrollando la función integrando en fracciones elementales +)e - 


integrand 
O í de 1 ln 2 A wY 2 C. 
SEI E Ve yr Ba 


y == az =Y === Y ctgx, 
w=—= 


entonces P 1 MESPCITA: ca ce aa +0 


2/7 "1—VZdgx+ctgx 
IV, Integrales del tipo 





Ya que 


$ W (x) sin mx dx, 


donde W(x) es un polinomio, se calculan por el método de integración por 
partes. 
En efecto, haciendo 


u== W (x), da = W' (x) dx, 
dv sin mx dx, o=—— cos mx, 
obtenemos: 1 1 ; 
JW eo sin mx de === W (x) cos mx + =Í W” (x) cos mx dx.. 


Procediendo análogamente, reduciremos el grado del polinomio y lle- 


garemos finalmente a la integral Í cos mx dx o Í sin ma de, 
Ejemplo. 6 


I= $ (x* — 2x + 3) sin 2x dx. 
Integremos por partes: 


[=—5 (4 —2: 43: cos 2x + -5 7 | (0x2) cos 2x dx, 


fex— 2) cos 2x dx =>3 (2x — 2) sin 2x — 7 | 2 sin2x dx, 





+) eqi=(4w/ 24 1)(9—wY2+1 
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De donde 
[=—3 (4 —2x 4-3) 0082-42 (x — 1) sin 2x + cos 25 FC. 
Observación. La función sin*x(k>0) puede siempre llevarse a la 


forma de una suma de senos y cosenos de argumentos múltiplos de x, -- 
Como se sabe, 


sin x= A cos 2x, 


2 2 

de donde 

1 1 . 

sin x= —sinx — + cos 2x sin x 

2 2 

Pero 1 1 
cos 2% sin x => sin (2x + x) — 3 sin (2x — x), 

por lo tanto sin" x =2 sin x q sin 3x, 


En general, disponiendo ya de una representación tal para sin*x, ob- 
tenemos de ella una fórmula análoga para sin***'x, al multiplicar ambos -- 
miembros de la igualdad por sin * y haciendo uso después de las siguientes 
relaciones: Das ; 

- Sin x.COs 0% == sin (04 1): — y sin(u—1)x, 


1 
sin x sin ux= y, cos (U— 1): —y cos (v+1)x, 


De donde se infiere que integrales del tipo 
$ W (x) sin* x dx. 
(£ > 0entero) pueden llevarse a la forma de las del tipo IV, 


Ejemplo 7. 
1=$ (x* — 1) sin? x dx, 


Puesto que 


E RE 
sin *=-7 —y Cos 2x, 


entonces 1 4 
I=3| (e — Dar —3 | (0 — 1) cos 2x dx. 


Aplicando a la segunda integral el método de integración por partes, 


obtenemos 1 3 
1 — 1) cos 2x dx => (x* — 1) sin 2x 31 x* sin 2x dx, 


fa sin 2x dx =— ye cos 2x +/x cos 2x dx, 
fe cos 2d: == sin 2x3 cos 2x 49-C, 
por consiguiente, 


[= 


e —+x— 5 (24 —3x —2) sin 2x — ¡(2x* — 1) cos 22 €. 


| — 
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VA (arcsin x) dx 
por medio de la substitución 
arcsinx —t 
se lleva a la forma 
8/1) cost at. 


8i añora f(t) es un polinomio,entonces la última integral podrá calcular 


se por el método de integración por partes ( ver página: 249), 


Ejemplo 1. 1¡=| (arcsin x) dx. 
Apliguemos la substitución 
arcsin x= ft. 
Entonces 
“= $ f* cos tdt. 


Integrando por partes, obtenemos 
I=Psint—2/ tsintat, 


ft sin t at =—t cost + [cos t dt=—tcost + sint+-C. 


Así pues, 
I=(t* — 2) sin t + 2t cos t+-C. 
Puesto que il 
sint=.x, cost=Y1—, 
entonces 


I=[(arcsin x)* —2]x + 2 Y 1— x% arcsin x HC. 


II. La integral 
Í W (x) arcsin x dx 


[ donde W(x) es un polinomio ) se calcula por el método de integración por 
partes. 
Efectivamente, haciendo 
dx 


a=arcsinx, a == 
du= V (x) dx, v=| Y (x) dx = VW, (x), 





obtenemos: LAN 
[we arcsin x dx = VW, (x) arcsina — | E dx 


Ejemplo 2. 
l= f 2x arcsin x dx. 


Integramos por partes 


x dx 
Vi=x 





[=x' arcsin x — 
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Calculando la última integral según el método descrito en la P8g.238, ob- 
tenemos be 
a ÑO 2 =VI=A+H5S l arcsinx +-C, 
por lo que 
[=x arcsinx Y x VI=3=2 arcsin x +-C. 
MI. La integral 
FW (x) arctgx dx 


([ donde W(x) es un polinomio ) se calcula por el método de integración -- 
por partes, 
En efecto, haciendo 


a =arctgx, da= a 
du= W (x) dx, v=Í W(x)jax=W, (x), 
obtenemos: 
$ wo arctg x dx = W, (x) arctga — | LE W, (0) de 
Ejemplo 3. 


I= V xarctgx de. 
Integramos por partes. Obtenemos: 
1 1 > 
¡=3 args —y | ¡Ep dx, 


e 1 
f ae=/ (1 —rpa) dx=x—arctgx+G 
por consiguiente 


V xactgrde=3 0 arga— yx + > arctgx+C. 


5. Ejemplos de Funciones no Integrables por Méto- 
dos Elementales, 
Ya hemos estudiado una serie de métodos que en algunos casos permiten 
expresar la integral indefinida de una función dada por medio de funcio-- 
nes elementales. No debe sin embargo pensarse que pueda así represen- 
tarse una integral indefinida por una función continua cualquiera. Es po-- 
sible, por ejemplo, demostrar que las integrales 


$Zax, (ax, Za 
x x 


no pueden: ser expresadas por funciones elementales. 

Ha sido tarnbién demostrado +) que, con excepción de los tres casos- 
que hemos estudiado anteriormente, las integrales binomias no pueden ser 
expresadas en forma elemental (P4g.227). La integral 


dx 


VW” 





+) Por P. L. Chebishev (Nota de la redaeión rusa) 
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donde W(x) de un polinomio de tercero Ó mayor grado puede también, en 
ciertos casos, representarse en forma elemental. 

Ejemplos. 

l. La integral E no puede expresarse por funciones elementales. 


En efecto, introduciendo una 2ReNa Ne riaDle por medio de la substitución 
x=e'obtenemos: AE =/5 £ y. 
E y 


Dado que la integral en el segundo miembro no puede expresarse por 
funciones elementales, sucederá lo mismo para la integral dada. 


2. La integral “Faxintegrada por. partes, se transforma en la siguien 
te forma / 
nx, sinx COS x 
54 as. 


En el segundo miembro tenemos una integral no expresable por fun- 
ciones elementales, por lo que la integral dada no podrá tampoco expre-- 
sarse asi, 


PROBLEMAS 


3et* 
cd AA je 1144 la(e*-+ 2) + C, 


dx 1, —14ViFe" 
YiF 222 yate 


ae* 
3. Varn+r==5 arg +C (a, 60) 
4. | eterda=e* (xt — 4x0 + 120 — Lx +24) + Co 





5. rmx + Dax=e (e —x4+2)+C, 
6. | [la —2 10) d2=x (ln 3% — 4 In x 44] +C. 


7 f Un xP dí=x (In xJ — 5 (ln x)* + 20 (In x)* — 60 (In x)* + 
+ 120 1nx- 1207 + C. 


8. [00 a [en >= In2+-,] +C. 


dx 1] 
a ya noe (778 3)+0 
10. dl sin*x V cos x 54 =2( 7 cost x — 3) cos x Y cos x 4+-C, 


P sin? x 1 1 
11. y costx a (7+3 tx) +C. 
dx 1 / V 
12 | —S__ => y Ed 
lr +2simx  YylI4 rete | 7 :) e 








o ca 4 Sin4x m4 
18. os =>3 ( A, +x) +0, 
sinx-+7 cos x 
14. | EE di= 


=3 10180143 nl (F+< +++ la | tg z|+c. 
15, ER A cos, 
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16. feos alot x dx =p 3 [56095 — y cos 3% — 2008 x] + C. 
d: 1 

17. Va ter O 

18. [ 22 cos xdx=(3x* — 6)cos x + (1? — 6x) sin x + C. 

19. E dx= xtg x+ In [cos x] + C. 
arctgx 1 lx] 

20. | dx= z *retg xn vipate 


21. Vr gra 
=(+- y args) arctgx—InVT+x4H4C. 


di=x-— YT—=X arcsinx +C, 





22, | aria Ey 


Sugestiones. 
13) Substituir en. primer lugar el producto de los cosenos por su suma; 


19) integrar por partes; 21) expresar el numerador del quebrado en la for- 


ma x*+1-1] y descomponer la integral en dos integrales, integrando - 


enseguida por partes; 22) integrar por partes. 


CAPITULO XVI 


LA INTEGRAL DEFINIDA 


l. Definición de la Integral Definida. Sea una función -- 


y = f(x), definida y acotada er el intervalo. (a, 5) (a< 3)... Dividamos el in-- 
tervalo (a, b) en un número arbitrario de segmentos ( no necesariamente 


iguales), cuyas longitudes designarernos con Áx,, Ax,, ... Ax,*).+), respec-- 
tivamente, 
Designemos con £,, €, ... , £, los puntos arbitrariamente tomados, - 


uno en cada segmento. 
Formenos la suma: 


A=f)Ax, 4/(EJAx,+ +. E/6)3%». 


Fácilmente se interpreta el significado geométrico de la suma A, so- 
bre todo cuando la función f(x) es no-negativa en el intervalo (a,b). En - 
efecto, en este caso, el producto f(£,) Ax, es igual al área del rectángulo -- 
cuya base es Ax, y cuya altura es f(t,). 
La suma A, por consiguiente, represen_ 
ta la suma de las áreas de los rectángu 
los cuyas bases son Ax,,Ax,, ...4x, y cu- 





, Ñ a 
yas alturas son f(E,), £ Ed, -/EJ(Fig. 45). ES 
Llamaremos gortagura 3. al aon- € 
junto de los segmentos AXyAx,, ... » Aa 


Designaremos con el símbolo pj. a la 
longitud del mayor segmento pertene - 
cientea la cortadura, 

Llamaremos normal a la secuen-- 
cia de cortaduras (8) si 


Hom 8 = = 


¿PU 45 


en otras palabras, si la imátaid del mayor de los sento pertenecien 
te a la cortadura 3,, tiende a cero, Cuando el número n tiende al in- 
finito. : 

Por ejemplo, dividiendo el intervalo (a, b) en dos, tres, cuatro, cinco 
etc. segmentos iguales, obtenemos una secuencia normal de cortaduras. 

Escogiendo una secuencia normal arbitraria de cortadura (3,) y for- 
mando para cada cortadura 3, la correspondiente suma An, obtenemos -- 
una secuencia de sumas (A,). Para una secuencia dada de cortaduras (3,) 

pueden obtenerse diferentes secuencias de sumas (4,) dependiendo de 

qué puntos £ se escojan. 





+) En lo sucesivo frecuentemente el autor representa por- Ax, Áxp ... » Aa 
no solamente las longitudes sino también los propios segmentos. 


Nota de la redacción. 
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Definición, Si la función f(x) posee la propiedad de que para ca 
da secuencia normal de cortaduras (3,) la secuencia (A¿)de 
sumas correspondiente converge, ( independientemente de la - 
elección de los puntos 2f,), se dice entonces que la función f(x) es 
integrabie en el intervalo (a,b). 

Demostremos que si la función es integrable entonces, para una se- 
cuencia normal (3, cualquiera de cortaduras, las sumas correspondien 
tes (45) tienden siempre a uno .y al mismo límite. 

En efecto, admitamos que la función f(x) es integrable en la, b). Esco- 
jamos dos secuencias normales de cortaduras 48.) y (8 y designemos - 
cont Any (4'.) las correspondientes secuencias de sumas. Entonces la se-- 
cuencia de cortacuras 3,, 3, 3, Y, ..., 3. Un --- es también una secuencia - 
normal. De esta manera, de acuerdo con la condición , la secuencia de las 
sumas A,, A,, Ap A. «.. converge. Ya que las subsearencias de una se-- 
cuencia ccavergente convergen a uno y al mismo límite, entonces 


lim A, = lim 4',. 


n-» 0 n-» 00 


Vemos esta forfna que las secuencias de sumas (An) Y (A,) convergen a uno 
“ y al mismo límite. 

El límite común de las secuencias l4») correspondientes a las secuen 
cias normales de cortauuras recibe el nombre de integral definida 
de la función f(x) en el intervalo (a,b). 

La integral definida se designa con el símbolo 


» 
40) de. 


Observación l. Sea y = f(x) una función continua en el intervalo - 
cerrado [a, b].( Posteriormente se demostrará que tal función es integrable'), 
Adiriitamos que f(x) >0 para 4<x<b. Designemos con D el dominio compren 
dido entre la curva, el eje OX y las ordenadas x=. a,x=b (Fig, 46), 

Formemos una cortaiura 3 arvitraria del segmento [a, b]. Sea M,, M,» 

M,, m,, ...los valores máxirnos y minimos respectivamente que la función f(x)- 
toma en los se.mentos correspondientes de la cortauura 3. Designemos -- 


respectivamente, con £,, Ey +...» En Es +" los puntos en los que la función to-- 
ma los valores máximos y mínimos arriba indicados. De este modo 


FE) =M, FE) =M,, Laa FE) =m,, FE) =M,, ... 
Sean 


A=f(E,) Ax, +/(E)4x,+-.. =M,Ax, +F+MAx+... 

A=f(/)4x, 4/EJAx, +... =M,bx, mx q... 
Los rectahgulos cuyas bases son Áx,, Ax,, ... y las correspondientes altu-- 
ras M,, M,, ... delimitan un dominio D, mientras que los rectángulos con -- 


las mismas bases, pero con alturas ,, M,, ... quedan comprendidas en este 
dorninio. 


Puesto que para cada secuencia normal de cortaduras (3,,) tenemos 
lim An = lim An = 


n > 00 n -—» 00 


b 
= (4 tx) dx, 


LA INTEGRAL DEFINIDA 257 


es entonces natural determinar el área del dominio D como el valor de - 
la integral 


$, (x) dx, 


lo que corresponderá a nuestras representaciones intuitivas 
D 
Observación2. En una integral definida | /(%) dx ( en oposición a - 


a 
la integral indefinida) en lugar de x puede escribirse otra letra cualquie- 
ra. Esto es E 


b b re 
/ (x) dx = 0) dt=,f£(2) dz 


Ejemplos. 
l. La función y = Cc es integrable en Cualquier intervalo y 


b 
fe dx =c(b— a). 


2 e 

Efectivamente, formando una cortadura Y3 cualquiera y escogiendo - 
arbitrariamente los puntos £,, €y. -.-» £, uno úe cada intervalo pertenecien- 
te a la cortadura 3, obtenemos: 


FE) =0 FEJ=" 09 


por Consiguiente, 
A=cAx, + cAx, +... =c(b—4). 
De esta manera, por definición: 


b 
[ cax=c(b—a). 


La gráfica de la función y = c es una reda, paralela al eje OX, Si -- 
c>0, nuestra integral es entonces igual al área del rectángulo limitado - 
por la recta dada, por el eje OX y por las rectas x = a, Xx =D. 
2. La función y = x es integrable en cualquier intervalo y 
b 


_P-eg 
frar=%£ 


Formemos una cortadura arbitraria y del intervalo (a,b). Escogien- 
do arbitrariamente los puntos £,, E. ..,, Uno en cada uno de los segmentos 
Ax,, Ax,, ... de la cortadura 3 y haciendo f(x) =x*obtenemos: 


FE)=E» FEJ=E» Ea 
por consiguiente, 
A='E, Ax, 4£/Ax, +. -PE146%,. 
Sean y y o > Xp los puntos medios de los segmentos Ax,, AX» -** 
Entonces 


* AX. 


A=x,bx, + xybx,+- > + Xpbx. + (E, —,) Ax, + 
+ (E, — 1) Ax, + sere + (En — *n) Ax,: 
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Designemos los puntos de división [ es decir los extremos de los seg 
mentos que forman la cortadura 3) por las letras 


a<Za <a,<a <...<a,=0. 


Obtenemos: 
Ax, =a,—a, y =2%ES 
Ax, =a,—4,,  =%45 


Por lo tanto 
x,Ax, +x,Ax,+...+x,4x, = 
d—a a—a Pa, 
A 
Así pues 











donde 
IR + [Es —x Ax, + (E, —4 Ax, +- . |< 
Sl — 118 +15 — «BIS >> 





Como 


1 1 
E—x1<3z dx, E, —x < 3 Ax, ..., 


Fig, 46- 


entonces ; : : 
IR <> dx, 8] +35 4x, (014... =3 (0—a)[Bl. 


Por lo tanto, si tomamos na secuencia normal arbitraria de cortadu 
ras  (2,) entonces 


b.- a 
A, = 2 HR 





R,¡<>30—a) 1, 


Dado que Bl [3,)=0.entonces lim R, =0, por lo que 


lim 4 —%-“ 
te 2 








A tag 

así que frax=* _ ] 
a 

La imagen geométrica de la función y-=x es una recta, Si O <a<h, 


entonces la integral definida representa el área del dominio limitado 
por la recta dada,por el eje OX y por las rectas x=a,x"b; es obvio - 


que se trata del área de un trapecio. 
3. Si la función f(x) es idénticamente nula en todo el intervalo (a,b) - 
con exclusión de un número finito de puntos,, entonces 


b 
$4 (x) dx=0, 
a 
Sea k el número de puntos en los que la función es distinta de cero,- 


y sea M el valor máximo de la función (x) en el intervalo (a,b).Para -- 
una cortadura $ Cualquiera, tenemos 
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Al < 24M [3]. 


Así pues, si (3,) es una secuenc.a normal arbitraria de cortaduras - 
y (4,) es la secuencia de las sumas correspondientes, entonces 


14,1 < 22M 8, |, n=1, 2, 


Ya que im p, |=0., entonces lim A,=0,por lo que 


noo 


[70 dx=0, 


2. Algunas O de las Integrales Definidas, 
De la definición de integral definida,se deduce fácilmente ¿os siguientes 
teoremas: 

Teorema 1. La suma de dos tunciones f(x) y P(%) inte- 
grables en el intervalo (a,b), es también integrable en 
este intervalo y 


b D D 
GU) + (ldr= $ F(x) dx $ plx)ax.. 


Demostración, Si es 35 una cortadura arbitraria,tenemos : 


A=f (6) Ax, +/(,)4x,+.- 
A =p (8,) Ax, + p (E) 6x4. - 
AGA =1 049 6)]8%, PUE) +06 )JAx,+-- 
De este moldo, si (8, ) es una secuencia normal arbitraria de cortadu 
ras, entonces 


lim (4, +4/)= lim A,-+ lim 4, 
n=0w0 n=w n=00 


por consiguiente, la función f(x) + p(x)es integrable en el intervalo (a,b) y 


b - bd 
(U0)++e(0)] dx= $40 dx+ ! p (x) dx. 


Análogamente se puede demostrar el siguiente 
“Teorema 2. El producto de una constante arbitra-- 
ria C por la función f(x), integrable en (a,b) es inte-- 
grable en este intervalo y 


nm b 
fer ldd:=e (f(x) dz. 
a a 
Ejemplos. 
1. Basándose en los ejemplos del párrafo 1, determinar el valor de - 


la siguiente integral: 
1 


= $ (bx + c)dx. 


Tenemos: 
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2. Si las funciones f(x) y ¿(x) difieren entre sí únicamente en un --- 
número finito de puntos del intervalo (a,b), entonces, suponiendo que una 
de ellas sea integrable, puede afirmarse que la otra también lo es, y que 
además 


(7 (x) dx = í p (x)dx. 


En efecto, admitamos que (x) es integrable en el intervalo (a,b), 
En virtud del ejemplo 3, P48.258tenemos: 


D 
FU (e) —e (x)]ax=0. (1) 
Puesto que 


10) =1 0) — (01490), - 
entonces la función f(x), suma de dos funciones integrables, es integrable 
y, en virtud de (1), se obtiene la relación deseada. 


3, Integrabilidad de una Función Continua, Sea y=f(x)- 
una función continua en el intérvalo a<x«<b. Formemos una cortadura ar 


bitraria ¿4 del segmento (a, 0]. Designemos con M;» M, ... los valores- 
máximos y con Mp» Mos ee» los valores mínimos que la fnción f(x) toma - 


respectivamente en los segmentos Ax,, Áx,, ... ide la cortadura 3. Hagamos: 
S=M,x, + M,Ax,+.. 
s=m Ax, m, Ax, (1) 
A=F (E) dr, 4/6) Ax, +. 


Llamaremos suma superior al a S y suma inferior 
á s, correspondientes a la cortadura 3. . 
Tenemos obviamente: 


139 s<AX<S9S. 


Lema 1.Si la función f(x) es continua en el intervalo -- 
( a,b) y si“? presenta una secuencia normal arbitraria 
de cortaduras del intervalo (a,b), entonces Aba (S, — 5.) = 


(S, Y S, representan la suma superior e inferior corresponatentes a- 
la cortadura3,,. 


Demostración. Sea Y una cortacura arbitraria. Conservando - 
la notación anterior, tenemos, eri virtud de ( 1 ): 


S—s=(M, —m,) Ax, F(M, — my) Ax, +... (2) 
Puesto que la función es uniformemente continua en el intervalo [a, 6), 


entonces, para todo e >0 se encuentra un 7 >0, tal, que si | —E]<% 
entonces |f(£”) —f (E) | <e.Admitamos que W]<x entonces 


Por consiguiente M,—m,<8, M¿— mM < €... 


es decir s—s<eaxr,+etx, +. =e (85, + Ax +...) + 
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0<S—s<e(b—a), 181 <2. (3) 
Puesto que !lim|8,|=0, existe entonces un número N tal que para ca- 
n>00. 


da n>N se tendrá |3,[<n De donde, en virtud de (3), para n >N ten-- 
dremos 


0<S, —S,< 2 (b —a). 
Dado que te puede ser un número positivo cualquiera, entonces 


lim (S, — Sn) =0.. 
R=>00 
Lema 2. Sean 3 y y dos cortaduras de ([(a,5] .Si la fun- 
ción fíx) es continua en[«,bly si S designa a la suma -- 
superior correspondiente a la cortadura 3 y s la suma 
inferior, correspondiente a la cortadura$Y$ , entonces 


.S>yS 
l es decir toda suma superior es igual O mayor que una suma inferior --- 


cualquiera). 
Demostración. Sea 


S=Mj Ax, 4Mjbx +... 5 =M,bx, + m, Ax; +... 


Adrrnitamos inicialmente que f(x)>0 para a<x<)b  ( ver Fig. 46), 
En este caso D designará la región limitada por la curva y =f(x), el eje - 
OX y las rectas *=4a y x=b. Fácilmente se observa que los rectán-- 
gulos con bases Ax,, Áx,,... y alturas M,, M,,... cubren por completo al domi- 
nio D, y que dentro de este dominio se hallan todos los rectángulos con ba 
ses Áx,, Ax,,... y alturas m;,m;,... Se- deduce de aquí que los rectángulos -- 
con bases Ax,, Áx,, ... cubren a los rectángulos con bases Ax,, Ax,, ... Puesto -- 
que S es la suma de las áreas de los rectángulos primeros y s' la de - 
los segundos, entonces 


S>ws. 
Si ahora la función f(x) es no-negativa en [a, 5], entonces, haciendo 
Fx) =/ (x) —m 
[ m es el valor mínimo de la función f(x), obtenemos: 


Fix)>0  a<x<b, 
De otra manera S>s' (aquí, $ es la suma superior de la función - 


F(*), correspondiente a la cortadura y s esla suma inferior, corres- 
pondiente a la cortadura 4 ), 
Pero 


S=M,Ax, 4 MAx, Y... =(M, —m) Ax, (M, —m) Ax, +... 
([ M,,M,,... son los valores máximos de la función F(x) en los intervalos Áx,, 
Ax, ...).AsT pues. 


S=S—m (b—a). 
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Análogamente obtenemos: 
s=s —m(b—a). 
Ya que S=>*S', entonces 
S —m(b—a) >s' —m(b—a), 
es decir 
S>=s, 

Teorema. Una función y =f(íx), continua en el interva- 
lol, es integráble en este intervalo. 

Demostración. Sea (8,) una secuencia normal arbitraria de cor 
taduras 4S,,), 4sxn) las sumas, superior e inferior respectivamente, corres- 
ponaientes a las cortaduras 3, y ¡4,) las sumas definidas en el párrafol, 


SiP y q son números naturales arbitrarios, entonces, de acuerdo con 
el Lema 2, 


Por lo que 
Sy —S¿>8¿—Sy S¿— Sp > 5, —Sp» 
De donde se sigue que 
—(S, — 57) ES, —S, <S,— Sp (4) 
Dado que de acuerdo con el lema 1 

lim (S,, — $) Er 0, 

R-=0 
entonces, escogiendo un. número arbitrario e >>0, hallamos un N tal que - 


para n>N 
0<S, — Sn <*: 


Si, por consiguiente, p>Ny g>N. entonces, en virtud de ( 4 ) 


esto es 
[S, —S¿|<e. 


De donde vemos que la secuencia (S,) satisface la condición de Cauchy, - 
siendo por lo tanto convergente. 


Puesto que 
$. =$», pl (S, A Sodi 


entonces, en virtud del lema 1, 
] lim Sy = lim Sm: 
n+00 rn—+0 


Tomando en cuenta que 

ñ 8, <A, Sy 

concluímos, en base en ( 5 ), que existe el límite 
lim A. 


n>0 
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Así pues. la función f(x) es integrable en el intervalo le, 6] . 
4, Algunas condiciones de Intagrabilidad. Presentemos 
aqui 1 sin demostración ) algunas condiciones de integrabiliaad de funcio- 
nes discontínuas . 

Teorema l. Una función acotada, con un número fi- 
nito de puntos de discontinuidad en el intervalo (a, b), 
es integrable en este intervalo. 

De aquí se sigue de inmediato que una función acotada, con un núme- 
ro finito de puntos de discontinuidad en [a, b], es integrable en todo inter- 
valo parcial [a, P] (a<a<P<b) 

Es válida así mismo la siguiente proposición. 

Teorema 2. Si una función es integrable en el in-- 
tervalo [a, b], es entonces también integrable en cualquier intervalo par 
cial [%$] (a<a<g<») . 

Ejemplos. 

1. La-función 





f(x) = pz (0<x<1) 


es continua en el interior del intervalo ( 0, 1 ). Si está definida en los ex- 
tremos del intervalo por medio de las condiciones 


entonces, como es fácil probar 
ia Fo=F0), lim £(%) =P (1). 


Asf pues, esta función es continua también en los extremos del intervalo 
y por consiguiente, integrable en el intervalo [0, 1] 
2. La función 


F)=siaz, 0<x<!1, /(0)=5, 


es integrable en el intervalo [0, Il, ya que es acotada y tiene en este inter 
valo un solo punto úe discontinuidad: x = 0, 
3. La función 
pparao<x<l, 
fe)=/l0 » 1<x<2, 
3 » 23133 


es integrable en el intervalo ( 0,3 ). En efecto, es acotada y tiene única-- 
mente dos puntos de discontinuidad! x=1 y x=2,. 

5. Cortadura del Intervalo de Integración 

Teorema. Si a<b<< y si la función f(x) es integrable en el interva- 


lo (a, c), entonces 


D e de 
$70 dx + Vf dx= $ £ (2) ax. 
a - b pa 


Demostración. Formemos una secuencia normal de cortaduras - 
(8,) del segmento (a,c) de tal suerte que el punto b sea un punto de sepa- 
Pación para una cortadura arbitraria 9, . Representemos con (4,) la se- 
Cuencia de las sumas correspondientes a las cortaduras (3,). La suma 4, 
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puede escribirse de la siguiente manera: 
A, =[F EJ +1 (94 +-- IFE) A (E) 47 + ...], 


donde Ax;, AX,) --- y Ax¡, AX... denotan segmentos de la cortadura d. 
contenidos en a b ) y en (b, c), respectivamente. 

Designando con A, la suma encerrada en el primer paréntesis y con 
14, la encerrada en el segundo, obtenemos: 


A, =A, +4. (2) 
Admitamos que la función es integrable en ( a,c); entonces, de acuer. 


do con el teorema 2, parágrafo 4, será también integrable en (a,b) y en - 
(b, c), y además 


e b e 
lim A, =[/()ax, Jm A, =S/(x)dx, — lima¡=| Fajax. 
M>00* e n 0 Ga n- 00 Dd 


De donde, en virtud de (1), se deduce la validez de nuestro teorema. 
Ejemplo. Sea f(x) una función dada, definida en el intervalo (0, 1) - 

de la siguiente manera: 

X 5MpH 05:<3 3» 


Fx) = 
l >» 7 <x<l. 


Esta función es acotada y continua en todo el intervalo ( O, 1), ---- 
excepto en el punto =>. siendo por lo tanto integrable. Tenemos: 
1 3 
i 1205 
[irá $70 dx+ [sa frar+| la=¿+3=$+ 


F 7 
( ver los ejemplos del parágrafo 1 ). 
6. Algunas Desigualdades para las Integrales efi- 
nidas. 
Teorema. Si la función y = f(x) es integrabie en el intervalo [a, b] y 
en él satisface la condición 
m</(x)<M para a<x<!l, 


entonces D 
m(b—0) < | /(x) dx <Mb—ad). 


La demostración se obtiene de la observación de que para cada cortadura 
¡9 tenemos 
m(b—a) € AZ M(b—a). 
Observación. De este teorema se sigue que si 
F(x)=0, 

entonces A 

$) dx>0, 

13 
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Basta en efecto hacer m=0. 
De aquí se desprende de inmediato que si las funciones f(x) y y (x), 
son integrables en][a, b], y si satisfacen para a<x=<b la desigualdad 


Fx) <q (x), 
entonces 


n > 
[494 <l y (x) dx. 


En efecto, para a<x=<Xb tenemos q(x) —f (x)>0, por lo que 


b 
Vo (0) —/(9)] ax >0, 


por consiguiente 
b 1] 
Sy tar —[/(0) 4x0. 
a e 


De aquí se deduce la desigualdad (1). 
Ejemplos. 
1. Consideremos la función 


Fx) =x (1 — x). 


Determinando sus valores máximo y mfnimo en el intervalo [0, 1) se ob- 
serva fácilmente que 


0</)<j (<x<!) 


De aquí tenemos que 
1 ; 
0 |x(1—x3d +. 
0 


La evaluación inmediata de esta integral, según un método conocido, 
nos da un valor de 1/6, valor que satisface la última desigualdad. 
2. La función 


Fx) =x* (x > 0) 


es continua en el intervalo (0,1), si imponemos la condición f(0)=1 ( ver - 
Pág 134 ejemplo 6). 
Como es fácil comprobar, esta función toma en este intervalo un va_ 


lor mínimo para r=Z, ( ver Pág.129 problema 4). siendo este valor mfni- 


1 
mo ¿“se Por otra parte, es evidente que f(x) <1 (0<x<1) Podemos por 
1 
lo tanto tomar m=e *, M=1 


Obtenemos entonces la E EAOS 
: i : 


€ Tara (e *=0,692...p. 


No es cosible en este caso calcular el valor exacto de la integral -- 
por métodos elementales. 
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3. Si Ff(x) y p(x) son funciones continuas en (a,b), entonces para toda 


¡A - 
10) =$ 4 (0 +9 (9)] dx >0, 


de donde 
b b b 
IM = ¡ ¿* (x) dx +21 VA (ar + Vr (dx 0. (2) 
a a a 
Dada que el trinomio 
ad + 28 +7 
es no-negativo para todos los 1 cuando y solamente cuando 
P"—ay<0, es decir P'<ay, 143 


entonces, en virtud de (2) 


dy A 
[Ósea y (x) ax) < 7 (x) dx $ p* (a) dx AUN (3) 


157 aer eS y” (x) de. (4) 


a 


Para e(x)=1 obtenemos: 


a , 
| $4 tax | <V a V Íria. 


La desigualdad (3) y la (4) correspondientemente (la que, como puede 
demostrarse, es válido para una pareja cualquiera de funciones integrables) 
se designa como desigualdad de Schwarz, 

7. Lfmites de la Integral. Introduzcamos la siguiente defini- 


ción. Sea f(x) una función integrable en (a, b), a<b. Hagamos entonces 
h 


ia =-f fas, 
) a 





V7 (e) ax =0. 
Teorema. Si a,b,c son números arbitrarios, entonces 
b € e 
mat Vf a=1/ (dx | (1) 
a b a 


bajo la condición de que todas las integrables existan. 
Demostración. Si a<Xb<C, la relación [ 1 ) se deduce entonces -- 
áGel teorema del parágrafo 5. 
Adr-.itarios que a<ce<b Entonces 
€ b » » 
Yi ar+ 5 19 4x=1 /(0)ax, 
a e a 


por consiguiente 


b bd e 
7400): —S 1 (0) ax= 7 (x) ax, 
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de donde e € € 
$760 d+ Í7() dx= AE) de. 


Si admitimos que a =C, el teorema será evidente . En efecto, en -- 
este caso tendremos: o ds 


$7 (x) ds +1 19d:=0= 7 (x) dx 


Razonamos en una forma análoga si b=cÓsi a=b. 
Observación 1. La fórmula [ 1) puede escribirse tarmbién de la si- 
guiente manera: 


ó e a 
[2904 [194% +1 700) dx =0. 


Observación 2. Los números a,b que aparecen en la integral 
b 


(f(x) dx, 

a 
se denominan límites +) de esta integral, independientemente de que a<Gb 
o de que a>b . El número a se llama límite inferior, yel b,1f- 
mite superior. 


8. Función del Límite Superior ( o Inferior) de la 
Integral. 

Si la función f(x) es integrable en [«a, bl, y si «es un punto cual --- 
quiera del intervalo [a, 5], puede entonces definirse una nueva función -- 
f(x) por medio de la fórmula 


F(x)=|f(f)dt  (a<x<0). 


La función F(x) es definida para Cualquier x del intervalo [a, 5]. 
La función F(x) es entonces una función del límite superior: de la integral 
de la función f(x). 
Análogamente puede considerarse una función del límite inferior de 
la integral de la función f(x), es decir, una función 


9)=|-(0 at. 


Es claro que 
9 (x) =— F(x). 


Es necesario no perder de vista que la función del límite superior - 
o inferior, depende también de la elección que se haga del punto 4 , 
Teorema. La función 
x 
Fl) =F (0) at 


es continua en cualquier punto del intervalo (a,b). 





+) Más exactamente, límites de la integración. ( N. de la R) 
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Demostración. Sean *, y x,-+1 puntos arbitrarios del intervalo -- 
(a,b), Tenemos: 
xo +1 


o a xo +A 
FA +0=F)= | sat Vr ma =1104+ | Anat; 
e s e e 


por lo que, según el teorema del parágrafo 7 
«e +2 
Fx NY—F(x)= Ús 
Ye 


Sea f(x) una función que en a<x«<b satisface la desigualdad 


1/(1)]<L. 
De acuerdo con el teorema del parágrafo 6 [ P£g.264) y (1): 


(Pr E0F()1<L|x 41—x,]=2:121. 
De donde se ve que 


Mm] F(x, +) —F (x,)|=0, 


E , 
Pero esto significa que la función $70) a es una función continua. 
Observación. Es evidente que 1á función 


0) =// (pat 


es también una función continua, ya que 


09 (x) =— F (x). 
Ejemplos. , 
1, La integral] > 
_ (at 
Em=17 
es una función continua para x>>0, Como se demostrará ( ver adelante, - 
teorema 3 del parágrafo 9), 
F (x) =1n x. 
2, Análogamente ; 
xs 
dl 
n=) 
es una función continua para todo x. Aquí se tendrá 
F (x) = arctg x 


( ver adelante, teorema 3 del parágrafo 9). 
3. La integral 


E A 
F(m= e" (<<!) 


es tambien una función continua para 0<x< 1. Sin embargo, no es posible 
evaluársele por miétodos elementales. Esta función es llamada integral 
elíptica. 
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4. Puede decirse lo mismo respecto a la función 
Xx 
F(x) = ar, 
0 


continua para todo x. (Para t = O, tomamos como valor del integrando -- 
igual 4 1). 
9. Integral Definida y Función Primitiva, 
Teorema. Si la función f(x) es integrable en [a 6] , - 


adaby acx<b existe entonces la derivada de la función 
$10) at y es igual a la función integrando en cada pun- 
to en el que esta función sea continua.. 

Demostración. Sea f(x) una función continua en el punto x, del inter 
valo [a, 5]. Entonces, escogiendo un número arbitrario t>0, podremos - 
hallar un y >0, tal que para cada punto Xx del intervalo [a, b), satisfaga - 
la desigualdad 

lx—x, 1<0, (1) 
pudiendo utilizarse también la desigualdad 
14 (0) — f(x) 1 <o, 
0 2 
ans F)—"< 10 <I)+Ee “) 


Haciendo 


x 


F()=S/(0 dt, 


a 


hallamos 


Ero—PF) 1 oe 
aa ¿SF dt. 
o 


Por consiguiente, si x,satisface la desigualdad ( 1 ), entonces, en virtud de 
las desigualdades (2) y del teorema del parágrafo 6 


Fr) —< RA pla) e. 


Puesto que £ fué arbitrariamente escogido, 
LA po), 


lim 
x>X * — Xo 


es decir, F'(x¿) existe y 
Fx) =f1(x,). 
De esie teorema se sigue inmediatamente la siguiente proposición: 
Teorema 2. La función continua fíx) en el interva- 


lo [a, 5] posee en este intervalo una primitiva. Esta primi- 
tiva es la función 


Flo) =| /() at +C. 


Observación. Puede demostrarse también el teorema 1 para la fun* 
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ción , 
d ()=| 7 (1) at. 


Efectivamente, tenemos: 
a x 
roa=-—S 70 at. 
Xx « 
es necesario, sin embargo, notar que 
D' (xr) =— f(x). 


Teorema 3. Si F(x) es la función primitiva de la fun- 
ción f(x), continua en el intervalo [«, bl, entonces 
x 


Í/(Ddt=F (1) —F(a), asa<b, a<x<b. (3) 

Vr) at O 
Demostración. Puesto que F(x) y ; son las funciones primiti- 
vas de la función f(x), diferirán entre sí únicamente en una constante. 
Por consiguiente 


$70 dt=F (x) +-C. 


Haciendo x=4a, obtenemos 0=F(a)+-C. De aquí se sigue queC:=— Fla), 
así que 


1 it)at=F (x) —F(a). 


Observación. Haciendo x=b, a=a, en la fórmula (3), obtenemos: 
d 
$1 (6) dt=F (6) —Fla). 
a 


La fórmula (4) nos permite calcular una integral definida si se cono- 
ce la función primitiva, es decir, si se conoce la integral indefinida. 
Para abreviar, la fórmula (4) frecuentemente se escribe en otra for- 


ma: » 
bd 
l/ma=F 10)”, 
a 
Por ejemplo, E. 224 123 
fai 3-33 
x 
Ejemplos. 7 
1. Calcular ía integral $ sin x dz. 
Puesto que 
f sin dx =-— cos x, 
entonces 


sin x dx =—cos $ +-cos0=1, 


Dr] 
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1 
2. Calcular la integral (dx, nA—1. 


Dado que 9 qe 
S y nr | » 
1 
entonces f 1 
xXx dxa= . 
nl 


a A 
3. Calcular la integral [apa a>0. 
Dado que 


entonces 
2 4=3 ln 2a* —< Ina'=3In2, 


y 
4% 


4. Calcular la integral 
Tenemos: 


Cy 2] 
á]2 
«le 

a 


we 
Es 





Por consiguiente, haciendo tgx=t, o 4, obtenemos: 


y 
x 


y de donde 


5. Calcular la integral 


sin" x dx ( n, número natural) 


Goy y) 


l,= 
0 
Para la integral indefinida f sin" de obtuvimos ( ver Pág.212) la fórmu 


la de reducción 


2-1 pa 
S sin" xdx= A SR , / sin*”* x dx. 


De donde á 


sin** «dx. 





q e 
n-1 z - 
1 = uotzds= SER, 4" , 1 


_0w|. 


rn 


Si 4>2, el primer sumando del segundo miembro será entonces nu- 
lo y por lo tanto 
n—]l 
=== PS 


Con ayuda de esta fórmula, y teniendo en cuenta que 
L=3» 1¿=1, 


fácilmente obtenemos por inducción: 
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5 
130. 2-1 x 
lan =) sind =>3 + q K 27 Ti 
$4 
¿ 2 4 2n 
Ira =| sin dr => FT EN 


0 


10. Teorema Integral sobre el Valor Medio, Si la - 


función f(x) es integrable en el intervalo la, b], entonces el número 
1 


A Ñ fx dx 


d—a 





se llama valor medio de la función f(k) en el intervalo[a, b]. 
Es válida la siguiente proposición: 
Teorema integral del valor medio. Si la función f(x) 
es acotada y continua en el interior del intervalo [a, 'b], 
existe entonces dentro de este intervalo un punto y 


(a<E<ótal que E 
A) =7 | 1%) ax. 


Demostración. Hagamos para a<x <b 
xXx 
F(x)=| £(t) at. | (1) 
a 


La función F(x) esuna función continua en [a, $] y ae acuerdo con el 
parágrafo 9, posee en cualquier punto de este intervalo una derivada 


Fl)=f()  «<x<b. * (2) 


Además, de acuerdo con el teorema del vaior medio, estudiado en - 
el Cálculo Diferencial, existe un punto  £, que satisface la relación 


F (0) —F (a) =(b — a) F (£), a<E<o. (3) 
Ya que, de acuerdo con (1) 


1) e 
FM=17 4,  Fla)=1 fp) 4=0, 


entonces, en virtud de (2) y (3) ñ 
$10d=W6—a0)1(). 
Ss 
De aquí se obtiene la demostración de nuestro teorema, 


Ejemplos. 
1, El valor medio de la función 


Fx) =x(1 — x) 
en el intervalo ( 0, 1 ) es igual a 


3 
frmda=>3. 
0 
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Puesto que esta función es continua, entonces, para un cierto x=4 (0<f£<1) 
tendremos: ; 


demostrándose fácilmente lo propuesto. 
2. El valor medio de la función 


Í/(x) =xsinx 
en el intervalo (0, *w) es igual a 
is 
En virtud de la continuidad de esta función, tendremos por consi--- 
guiente, para un cierto tf del intervalo '(0, 1) la igualdad £sint=1. ( Se - 


demuestra fácilmente y en forma inmediata que existen cuandp menos dos 
valores tales de £l), 


PROBLEMAS 


1. Calcular las siguientes integrales definidas. 


u 

7 
a) da 
e RT 

0 








aramxíjn, e 
l 01D (m,n, enteros positivos) 


e) | cos mx cos axdx= 
«para mM=nñ 











pas 
o 
+ 
o 
[a] 
ps 
Y 


pudo 
oe 


TP (6>00>0 
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j) [var d==757 Fla vz) 


2, Demostrar que el valor medio del radio vector de la elipse 


r= 


l—ecoseq 
es igual a la mitad de su eje menor. [ Como se sabe, 
py at — 


pP=GZ> == ——» 
donde a,b designan los semiejes de la elipse ) Procede de aquí calcular 


el valor medio de la función 


_P 
l—ecosg 


en el intervalo (0,2) , 
3. Calcular el valor medio de la función 


cos? x 
x+4c0o8*x 


fo) = 
en el intervalo [o 3] Comprobar directamente que este valor medio -=--= 


l ; A 
(=5) es el valor de la función f(x) para un cierto x*x=f de este interva- 
lo 


4. Tomando en la desigualdad 
d 


m(b—a)< ma <M0b—a, 
m3 


m y M'Ccomno los valores mínimo y máximo de la función 


Fx) =x(l — x]* 
en el intervalo (0,1), demostrar due 


0x0 Pd pz; 


Comprabarlo después por Siente directo de la integral, 
5. Calcular con límites de 0 4 3 la integral de la función f(x) defini- 

da de la siguiente manera: lx Para 0<x<l 

F(x)=< 0 para 1<x=<2, 

(Q=-x* para 2<x:<3, 


y vérificar directamente que la función obtenida 
F)= Ñ 10) at 
es continua en el intervalo (0,3), y que su derivada en un punto cualquiera 


del interior de este intervalo existe y es igual a f(x). 
6. Con ayuda de la fórmula (4) de la Pág.213demostrar que 


A E] 


costn+a xdx= A , 
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123... (2n-— 1) 7 
Me di— A A 
is 24 ...2n 2 


Sula 


para todo número natural a 


CAPITULO XVH 


" TRANSFORMACION DE INTEGRALES DEFINIDAS. 
INTEGRACION DE SECUENCIAS Y SERIES 


1. Cambio de Varíables en las Integrales Definidas. 
Se requiere efectuar en la integral 


mn 
$7 (x) dx 


la substitución x=p(f) . Tiene lugar entonces la siguien- 


te fórmula de substitución de variables en una inte- 
gral definida: 


í7 (x) dx= í F To (2)] y” (t) de, 
donde l i 
p(a)=a, p (B) 5. 
Demostraremos esta fórmula bajo las condiciones: 
l. Las funciones q(t) y q'(t) son continuas en (a, $). 
2. La función f (x) es definida y continua para todo valor que la fun - 
ción x=p(f) adquiera en el intervalo [2, P]. 
3. p(a)=4, p(P)=0. 


Demostración. Designemos con M y m, respectivamente, los 
valores máximo y mfnimo de la función: 


x= (1), a<t<P. 
Sea 
Fo) =1/(x) ax, m<x <M. 
De acuerdo con el teorema de la substitución en las integrales indefi 
nidas (Pg.206), es válida, para au<!t<fp , la siguiente igualdad: 
Flo ()]=4 o ()]9 (£) at. 


De donde 


B 
j FL? (0] 9" (£) at =F [o (P)] —F [9 (a)]=F (6) — F (a). (1) 


TRANSFORMACIÓN DE INTEGRALES DEFINIDAS 271 


Ya que 
b 
$7 (x) dx=F(b) —F (a), (2) 


entonces, de la comparación de las dos últimas igualdades, obtánemos 
la fórmula buscada. 

En muchos casos, sin considerar la posibilidad de determinar la 
integral indefinida de una función dada, es posible calcular la integral 
definida dentro de ciertos límites por medio de un cambio conveniente 
de variables. OS 
Observación. Si en vez de la condición 3 hubiéramos tenido la con 
dición 


p(B)=0 p (a), 


entonces, como es fácil demostrar, en lugar de la relación (1) hubiéra 
mos obtenido 


B 
$4 [o (8] 9 (1) dt =F (a) —F (0), 
De donde, en virtud de la relación (2) 


D a 
(0) dx= Vo (019 (£) ae. 
a 9 


Ejemplos. 
1, Calcular la integral 





Hagamos o 
Vi +1 =1t, 
es decir, 
x= Ve — ] 
Tenemos 
t=1 para x— 0, 


¿=Y2 para r—1. 
Puesto que 





entonces 





2. Calcular la integral 
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> 1 , 1 ax 


Hagamos 


dt 
== tg É, de : 
Los nuevos límites de integración serán, como es fácil ver,0 y 3 


Así pues, 


a 





in (1 49-x) —_(In(M>+tgf) dt 
A 1I+9x da "1 +Ftgir costé =/ In (14180 at 
Uv 
= z 
sin t 4 cost y V2co Vicos (5-1), 
cost t=1 sy cos £ dal 
0 


us 


lo vam cos (F- ¿Ja 51 cos 1 dl. 


ola 


ll 
“o. > 1] A ES 


Haciendo en la segunda integral 


q3—t=4, dt= —dú. 


obtenemos: 


0 
z 1) =$(— In cos 4) du = | Ín cos u du, 


Ep 


In cos (3 


<—joja 


E 
De este modo, las dos últimas integrales se anulan. Obtenemos 
consiguientemente 


r 


4 
In (1 +x) 5 
VELA dr = jnVBd=3 102. 


3. Calcular la integral 





r 
xsin x 
proa 7 dx. 
1 cos*x 
Uv 





Tenemos: 
r 
r El = 
xsin x al x sin x (_xsinx d 
1 + cos? x ll dl Mco Xx 
0 0 us 
2 


Haciendo en la segunda integral 


x=nut—!, 
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dx=-— dt, 
obtenemos: 
xr , > 3 
x sin x niS a (7 — £) sin £ 
40 A mo E) Toe 
r Tr 0 
2 Z 


Escribiendo nuevamente x en lugar de t, Pal SInos: 


x sin x pre x sin x sin x 
Tio dx = (Ets dx+mn ts dx — 


TF costx + cos? x +cos* x 
us re 
7 El 
a x sin x a Ñ sin xdx 
l+c0s* x l+«cos! x * 
0 0 


Evaluando esta integral por un método ya conocido, obtenemos fi- 
nalmente: 


iS 


xsin x 
1 +cos* x 
Ú 


d=%. 


Problemas 
; Calcular las siguientes integrales definidas. 
3 
1. S -Yay —+ 
(1 x ) dx =35: 
Substitución x==sin' q. 


2. [o Ga (5 e a>0 


Substitución x=acosq. 


2a 
3. A sl AC 
rs Va 


Subdst itución x=atgg. 





4. (az 


Subetitue ión x=2asin' $. 


2. Integración por Partes. Sean las funciones f (x) y q(x), con 


tinuas en conjunto con sus derivadas en el intervalo (a, b). Sea ade - 
más, 

Fx) =f (x) p (4). 
Entonces 
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Fl) =/ (09 (2) 44 (2) 9 (x). 
Puesto que 


(ria =F 0 las 





entonces 
b 
fu DOHA (e) y (e) ax (x) p (x) te Ñ 
de donde 
1 : ó 1 , y 
0 ma =100900|—S7 099 (042 0 
Ejemplos. 
1. Calcular la integral 
' xcosxdx. 
0 
Haciendo en la fórmula (1) 
fFx)=x, p(x) =sin x, 
obtenemos: 
fx. cos xdx=xsinx 1 =S sin x dx = —.2, 
0 0 


2. Calcular la integral 
1 
' x(1—x) dx. 
0 
Haciendo 


(l—xwa: 


Fo=x, q (x) =— 4 , 


obtenemos: 
1 1 
fea pare GA + UG ax. 
0 


El primer sumando del segundo miembro es igual a cero. Integrando 
nuevamente. por partes, obtenemos: 
1 1 
: 1. (1—x 11 1 ((1—x* 
7x0 par GA +7 EL dx. 
0 0 


Vuelve a anularse el primer sumando, mientras que para el segundo 
tenemos : 
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Por consiguiente, 


1 
2 EA 3 E: 
fo (l—xP dx =¿ 


3. Integración de Secuencias y Series. Demostremos el si 
guiente teorema: — oo 

Teorema.l. Si la secuencia  —(u,(x)), de funciones con - 
tinuas en el intervalo [a 6) converge uniformemente 

en este intervalo a la función ul(x), la secuencia de - 
funciones (fu,c0ar y converge entonces uniformemente 

en el intervalo [a, 5] a la función Caiga 

Demostración. De la convergencia uniforme de la secuencia (u, (x)) ' se 
sigue que la función u (x) es continua (póge. 151,153) y además, que pa- 
ra cada número .*+>0 , es posible hallar un número N tal, que para 


un an cualquiera, 2 >N, tendrá lugar la desigualdad 
|a, (x) —a (x)|<e para a«<x<b. 
Por lo tanto, para aA>N , en virtud del parágrafo 6, (Pg.264), 
[5,0 —(0]4|<e(*—0a<eb—a), 
es decir, j 
[Saa —fa0a]<ev—o) para a<x<0. 


Puesto que e es un número positivo arbitrario, la última - 


x 
desigualdad muestra entonces que la secuencia de funciones (Sa, (£) dt) 


converge uniformemente a la función | «(1 af. 


Observación. Del anterior teorema 1, para x » b, se deduce la relación 


om ¡ a, (1 dt = í u ()dt= Í Jo a (0) A, 
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esto es, en el caso de una secuencia uniformemente convergente, el signo 


de integral y el signo de límite pueden intercambiarse, 
Puede demostrarse un teorema análogo para las series uniforme 
mente convergentes. 
Teorema 2. Si las funciones de la secuencia (0) 


son continuas para as<x<b la serie Y F, (x) converge 
n==1 
uniformemente en [a,b] y tiene como suma a la función 
f (x), entonces la serie 
00 


n=1 


F, (t) dt 


JE 


converge también uniformemente para a<x=<b y 


> 


n=i 


A LAR 


104 40% (a <x <»). 


En particular, 


b 


1) 
21% (t) di = Y (t) de. 


¡Me 


La demostración se obtiene fácilmente de la definición de conver 
gencia uniforme de una serie y del teorema l. 


Ejemplos. 
1. La secuencia fu, (x)) » donde 
4, (x)=x”, 
converge uniformemente a la función u (x) » O en el intervalo [o, 7| 
ya que 


n|— 


la, (0) |< para0<x=< 


De acuerdo con el teorema 1, tenemos: 


x 


xXx 
lim (a, (9 at=) u (1) dt =0 
0 


n 
>0 5 


para 0<x< + En efecto, la integral 


Va, para HA <A 
0 


tiende uniformemente a cero para £-—>00. 


2. Hagamos 
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| uz si 0<r<-v, 


AE dl 
| si ¿<x<l. 


Xx 
Como es fácil ver, las funciones  u,(x) son continuas en el intervalo 


[0, 1] Tenemos  u, (0)=0, por lo que 
lim u, (0) ==0, 
n> 0 
por lo que 


Para x>0 y n>l tenemos: un (e) =2, 
x 


z / 1 
lim u =—, 
n>«0 n(x) x 


Así pues, la secuencia fa, (x)) converge a la función 


u()=- (x > 0), 


para la que u (0) = O, Esta, convergencia no es uniforme, pues la fun - 
. 1 

ción u (x) es discontinua para x = O. Calculando la integral fu, (x) dx, 
0 


obtenemos: 


1 
1 7 
fu, (0) dx= $ atar + fu, (x) dx = 
0 0 1 

e 5 

n 1 

=fntxdx4 | E=>3 + Inn. 
b A 


Vemos de esta manera, que en este caso la secuencia de integra 


les diverge, independientemente de que la secuencia de funciones con - 
verja. Por consiguiente, es esencial la condición de que haya conver - 


gencia uniforme en el teorema l., 
0D 
3. La serie NE converge uniformemente en todo intervalo, pues 


n=1 
1 


Cos nx 
a? 


rn <= 











14, (x) ]= 


y la serie Z, como se sabe (Pg.140), es convergente. Designan- 


do su suma con f (x), obtenemos en virtud del teorema 2, 








CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


En particular, para x=“ 


=>3 y para x=n5 obtenemos: 


Pp. 3 


Sn] a 


1 
0dt= pr 
(F (6) dt=0. 
¿o 
4. Integración de Series de Potencias. Sea que la serie de 
potencias 


aya ta... qe +... 


(1) 
tiene un radio de convergencia R. Converge entonces esta serie para 
—R<x<R y converge uniformemente en cada intervalo 





[a, 5], - don 
de —-R<a<ioó<R. Sea f (x) la suma de la serie (1). Según el teorema - 
2, tenemos: 

(F (x) ax fa ax foras+ | optar. + Lost. 
Ñ (Rx <R). 
En otras palabras 
rare qe+.. E E (2) 
(REIR). 
La serie (2) converge uniformemente en cada intervalo  [a, 0l, 
donde —R<a<oó<R. 


Observación 1. Si 


Fa) =1/(0 dx, 
entonces 
(7 mar =F() FI), 
0 
De aquí, haciendo F(0)=C, obtenemos en virtud de (2) 
F()= lfima=C4o pt e 


Así pues, la última serie representa la integral indefinida de la función 
f (x) para —R<x<R. 


Ejemplo. Integrando entre loe límites de O a x las series de potencias 
conocidas (Pg.165): 
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ra) ia HZ IMA. 
SS EA 
convergentes para |í|<1, obtenemos las series: 
E 
IE A 


convergentes también para |x|< 1. ' 
Haciendo en la última serie *=>3, €NCONtramos: 


=3 +3" A 


Con. esta serie se calcula cómodamente a rt. 

Observación 2. Si la función dada f (x) admite un desarrollo en se 
rie de potencias, es posible entonces obtener la integral de esta fun=-- 
ción integrando término a término esta serie. El método indicado para 
obtener la integral, es particularmente cómodo cuando no sea posible - 
evaluarla: por TEA otros métodos.: 


Ejemplos. 
e) 


1. La integral ar 


no puede evaluarse por medio de los métodos anteriormente descritos, 
ya que la función primitiva — no pertenece a las funciones elemen 


tales conocidas. Puede sin embargo dlvarcalo fácilmente empleando 
un desarrollo en seríe. En efecto, tenemos: 


x > ,x0 en 
sn= 3 hs +i—1" e 


por consiguiente, para x>3+0 
sin x xx n_ 
| IP AM | 
La serie en el segundo miembro converge (a la unidad) también para 
x=0, 
La función == no es definida para x = O, pero tiene el límite 


: sin 
lim 18.2 
x>0 * 


=1 


(ver Pg.52 ). Por consiguiente, si en el punto x = O le asignamos un va 
lor 1, obtenemos entonces la función representada por la última serie 
de potencias, que es discontinua para todo valor de x. 

Integrando término a término, obtenemos la serie 
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ba, ba 


3.31 ar EFE —eno 





B2n+1 __ gens 


AE SIT SOS 


de convergencia muy rápida, por medio de la cual es fácil calcular la 
integral con la exactitud que se desee. 

2. En la teoría del péndulo matemático se demuestra que la duración 
de una oscilación la da la fórmula 


7 
Es de 
r=2 Ve) Y I—Rsintp ' 


en la que 1 es la longitud del péndulo, g la aceleración debida a la - 
fuerza de gravedad y k=sinz, donde a €es el ángulo formado por 
la vertical y la posición extrema del péndulo (0<a<m. 


No es posible expresar la integral del segundo miembro en térmi 
nos de funciones elementales, pudiendo sin embargo calcularsela por - 
medio de un desarrollo en serie, Substituyendo en el desarrollo de la 


y l : ; 
función Vi=R" mostrado en el ejemplo de la Pg.284, a la variable 


t por ksiny, obtenemos: 


PT =1 + (sin q)? 7 sin y) lt sin go. 


La serie en el segundo miembro converge uniformemente en el 
intervalo (o, 35) . En efecto, el término general de esta serie satis- 


face la desigualdad 


a 


«3. 
AAA (k sin p)*” | < sin" 7 


es decir, su valor modular no excede el valor modular del término gene- 
ral de la serie obtenida al substituir en el desarrollo de la función 


Ta el valor t=sin 7. Esta última serie converge, ya que 


0<sin7<1. 


Podemos, por consiguiente, (ver Pg.282) integrar ambos miembros - 
entre los límites: 


0, Z: 
T: 


, 
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Na 


E, A 
nm — ké sin? o =p 


Como se sabe (ver Pg.272), 


7 
sin odo pega EA 


e, nia 


1-3.5...(22—1) « 


3,22 LA 
sn dr a 2 


Or | A 


Substituyendo esta expresión en la serie obtenida, llegamos a la fórmu 


la 
A AR A (E... 
== EA e (et...) 
Calculando la suma de los n primeros términos de esta serie, 
podremos determinar el tiempo T con la exactitud deseada. 


5. Integración y Diferenciación mediante un Paráme - 


tro.Sea K (x, t) una función definida y continua en el rectángulo 
as<x<b, a <t<b', 
Dado que la integral 


b 
$ K(x, 1) ax 
a 
existe para Cualquier valor de la variable t en el intervalo  [«', 0”), 


podremos definir en este intervalo una función f (t) haciendo 
b 
s=Í Ki (x, dx. (1) 


Demostraremos que la función f (x), definida por la  - 
fórmula (1), es continua. 
En efecto, si t' es un punto arbitrario del intervalo [a', b'], y si 
(t,) es una secuencia arbitraria de puntos de este intervalo, secuen 
cia que converge a t', entonces, en virtud de la continuidad uniforme, 
la secuencia de funciones (de la variable x) (K(x,t,)) converge unifor- 
memente en [,5] a la función K (x, t'). Así pues, según el teorema so 
bre la integración de secuencias, tendremos: 
b b 
lim $ K(x, £,)ds=Í K(x, 1) ax, 
RD q a 


de donde, en virtud de (1) 
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lim f (£,,) =f (4), 


esto es, la función f (x) es continua. 
Demostremos ahora la siguiente proposición. 


Teorema 1, Si la función K ( x, t ) es contínua y posee use derivada 


parcial respecto at , continúa en el rectángulo ¡Ex Gl, ELIGE, 


entonces la función arbitraria 


D 
F(0=S K(x,1) dx 
existe y se expresa por la fórmula 


1) 
Fit=ÍK;(x,f) dx  (4<t<0). 


Demostración. sean  f. y f+2 dos puntos arbitrarios del interva 
lo (a', b'). Tenemos: j 


, 
Hit | KG 04D K (60 qe 


Pero, de acuerdo con el teorema sobre el valor medio 


CLAN KRO e 4) (081, 
por lo tanto, | 


b 
d %— nr , , 


Si ahora ) tiende a cero, entonces, en virtud de la convergen 
sia uniforme, la función K;(x,f-+9) tenderá uniformemente a  K;(x,f). 


Por consiguiente 
FE +DMAOÍ AE e 
A (x, 1) dx 
3 
con lo que se demuestra nuestro teorema. 


Teorema 2. Si la función K (x, t) es continua en el - 
rectángulo 


acx<0, a <t<0, 
entonces la integral de la función 
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b 
As) =| K(x, s) ax 
se expresa por la fórmula 
t b t 
[16594 =5 ($ K(2,5) 45) az (a <a <b”), 


es decir 


$ | e 9 ás pas=/ | 


t 
$ K(x, s) ds) dx, 


Demostración. Sea 


0 t 


F=5/5 kx, 5) as) dx. (1) 


Entonces, dado que 
E t 
1) 
óf | fc s) as) =K (x, f), 
hallamos, según el teorema l: 


ó 
FA) = | K(x, Ndx=F (0). 


Por consiguiente, 


1 


Fr)=1 /() dt +C. 


Para determinar la constante C, hagamos t=4; obtenemos 
F(a)=C. Pero de .la ecuación (1) se sigue que 


$ 


F(a)=f | Ko, s) ds ) dx=0, 


así que C- O y 
t 


Fl=£0 et, 


es decir 
t b 1 
| As) as = $ ( | Xx, 5) ds) dx. 


Observación. En particular, haciendo «=a', t=)5, obtenemos: 


a D b p? 
54 Kx, s) dx pas=" ¡ | «qe, s) as) dx. 
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Por consiguiente, si se satisfacen las anteriores condiciones, el orden 
de integración no afecta el resultado. 

Hasta ahora hemos supuesto que los límites de integración han - 
sido constantes. Consideremos ahora integrales cuyos límites de inte - 
gración sean funciones de la variable t. 


Sean  q(t), $(t) funciones continuas con derivadas continuas en el 
intervalo [4',0b'] y sean, además tales que 


a<q()<b, a<()<b parad <t<b. 
Supongamos que la función K (x, t) es definida y continua en el 


rectángulo a<x=<b, a <t<by y que posee en este rectángulo una deri 
vada parcial continua, respecto á t. 

Tiene entonces lugar la siguiente proposición. 
Teorema3. La derivada de la función 


qt) 
£)= | K(x, 1 dx 
0, 


existe y se expresa por la fórmula 
$4) 


f(= Í Kite, Daz EK190, 14 0 —K[900, 01400. 
P 


Demostración. Hagamos : ; 
VU 


f Rina 


u 


Tenemos, evidentemente: : e 
Ft) =FTt, y (t), Y (t)). 


De acuerdo con el teorema sobre la diferenciación de una función com 
puesta, obtenemos: 


F (1) =F, (t, u, v) + Fa (t, u, v) u + F,(t, 4. vv. 
Puesto que 


F; (t, u, v) = $ Ki (x, t)da, 
Fat, u, v)=—K(u, d), 
Fo(t, u, Y 50: D, 
entonces 


Pu=V Ki (e, dt4Kto, 1) —K(u, 1). 


Substituyendo aquí u=9 (t), v=p (1) demostramos nuestro teorema. 
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Ejemplos. 
1. Tenemos: 
9a+1 1 


EF=m (141), 


x” dx= 


AAA 


Derivando respecto á n, obtenemos: 


(1 +1)2%** 102 —2+14-1 


2 
$e" inxax= GET 


2. Como fácilmente se comprueba, tiene lugar la fórmula: 


dx 








A | a 





z 
a yr Ut IS. 
Derivando respecto á a, obtenemos: 
7 
sin? x e 
(a Ea de 3" 
4140)" 


3. Tenemos 


x 


dx T 
(i= (al <1) 
0 





Derivando respecto a a, hallamos 


cosxdx_ _ _ ta ¿ 
(l FacosxP 5 ú 


(1 — a?) 


integrando respecto 4á .« desde O hasta t, obtenemos en el primer 


miembro 
la (1 +£cos y) 
[a dates . COS x ps us id 
0 0 


0 


y en el segundo 








A da = warcsin f. 
a 


t 
e r 
vI- 
0 
Finalmente, para |f|<1 , tenemos: 


la (1 ++ cos x) 5 
pa Trarcsin f. 


0 


4. Haciendo 
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hallamos 


E 
t 


FUy) Fx) =/ F- í 


) 


Derivando respecto á yx la última integral, obtenemos: 
or 1 
“dt UN 
5%) Ci 
Xx 
Por consiguiente, esta integral no depende de x. 'Haciendo x = 1, nos 
damos cuenta que el valor de esta integral es f (y). De donde 
Fay) =/ (0 +4 (y). 


Hemos obtenido así la propiedad fundamental de la función 
F(x)=1n x. 


Problemas 


1. Calcular la integral 


dx 


Vi 








Se | 


con exactitud hasta la quinta cifra decimal, mediante el desarrollo en 
serie. 
2. Comprobar, que integrando término a término la serie 


049=14+(1)<+(3) + de + (2) Ro 
y que al multiplicar después por n + 1 ambos miembros, se obtiene - 


una serie análoga para (l-+xy*. 
3. Integrando entre los límites O á x la serie de McLaurin para la - 


) 


y Fx 


función 





se llega a la fórmula 


m4 VIA == 75 7 bd 7 rr 


válida para Ix]< 1! 
4. Demostrar que la secuencia 


fa (x) = xMg7nx 


converge a f (x) = O en el intervalo [0 1] no uniformemente, y que la 


l 1 z 
secuencia de integrales A (x)dx converge a la integral 0 (x) dx=0, 
0 0 
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5. Demostrar que para |x|<1l 








6. Demostrar que para |x|<1 


7. Empleando el método de la diferenciación e integración mediante - 
un parámetro, deducir nuevas integrales de las siguientes: 





1 
a). Es a= 2); 
0 
2a 
b) vaa: == (ver Pg.279, problema 4) 
0 
dx 
Mirar (ver Pg.274. problema 1) 


-ax E E ER a 
a) fe 2% cos bxdx= FER cos bx — 1). 
y 
8. Demostrar las siguientes fórmulas, derivando las InrPRRateS respec 
to a un parámetro: 





a) arctg x +arctg y = arctg Í 2 
D) arcsin x + aresin y =arcsin (xXY 1 — Y+yVU1—x. 
, 3 


V 


9. ¿ Para qué valores de » es posible derivar la integral aa 





CAPITULO XVI 


INTEGRALES IMPROPIAS 
En este capítulo definimos la noción de integral para aquellos - 
casos en que la función integrando no sea definida en ciertos puntos ,- 
o cuando no sea acotada, o finalmente, cuando el intervalo de in- 
tegración sea infinito. 
1. Integral de una Función no Definida en ciertos Pun 
tos. Admitamos que la función f (x) sea definida en todo el intervalo 
[a, 0), excepto en un número finito de puntos rx <x,<...<xXp Su- 


pondremos también que la función f (x) es acotada. 
Definamos de una manera arbitraria la función f (x) en los pun - 


t06B  X,,X, ..., y Designemos por  «¿(x) una nueva función definida en 


todo el intervalo [a,b] . Si la función es integrable en [2,6],  enton 
ces la integral 


eo» 


9 (x) dx 


recibirá el nombre de integral impropia de la función f (x). 
Si hubiéramos definido a la función f (x) en los puntos x,,x,,...Xj, 


en una forma distinta, hubiéramos entonces obtenido otra función ? (x). 
Pero, como es fácil ver, 


db 
$16 (0) —9 (2]] dx =0, 


pues ¿(x)—q(x) €s igual a cero en Cualquier punto, salvo en los pun - 
LO: A js Así pues, si la función y(x) es integrable, y(x) se - 


rá también una función integrable y 


ALA 


» 
p (x) dx = Ñ 9 (x) dx. 


Se ve entonces de aquí, que una integral impropia no depende de 
la forma en que se haya definido a la función f (x) en los puntos x,, x,, 
o.) Xgo 


Designaremos a la integral impropia como lo hicimos con la in - 
tegral ordinaria: 


» 
$, (x) ex. 
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Ejemplos 
l. Sea. 


f(x) =sin > para xx0, 


Si se supone que p(x)=f(x) para x0, Y y(0,=0, 
entonces, como es fácil observar, la función p(x) tiene solamente un 
punto de discontinuidad: x = O. 

Por consiguiente, la función ¿g(x) es integrable en cada inter va 
lo 
A 
Resulta ahí que, por ejemplo, la integral impropia ) 8in 
1 


es igual a la integral f P (x) dx. 


o xXx. 


EN dx existo y 


AnSlogamento, la Ed oE sen x 


posee una integral impropia en cada intervalo, 


2. La Ain x ln x tiene una gral impropia en cualquier intervalo 
0éÉx<Gc en efecto, €8 continua para x>0, pero dado que 


lim *lax=0, 
x>0 


es acotada en este intervalo. 


2. Integral de una Función no Acotada. Admitamos que la 
función f (x) es definida en el intervalo [a,p], excepto quizá en el - 


punto a, en cuya vecindad no es acotada la función. 
Si la función f (x) es integrable en cada intervalo [a ++, b], donde 
e>0, ay e<b, y si existe el límite 


b 


lim Fx) dx, 
.>+0 A ( ) j 
llamaremos entonces a este límite integral impropia: 
b 
V7(x) ax. 
a 
Ejemplo 1. La función 
1 
E 


es continua en Cada punto del intervalo [0,1], excepto en el punta 
x= 0, Tenemos: 


1 
== (> 0) 
por lo que 


208 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


1 
: dx 
lim —==2. 
.>+0 Vx 


De esta manera, la integral impropia de la función y== en 
el intervalo [0,1] . es igual a 2: Vx 


1 
dx 
==? 2. 
k ii 


Si en el intervalo la, 5] existe un número finito de puntos, en 
cuya vecindad la función f (x) no es acotada, se divide entonces el in - 


tervalo [a,b] en un número finito de intervalos, de tal suerte que úni - 


camente en la vecindad de uno de los extremos de cada uno de ellos 
la función no sea acotada. Si en cada uno de estos intervalos la fun - 
ción posee integral impropia, a la que hemos anteriormente definido, 
llamaremos entonces a la suma de todos estos intervalos, integral im- 
propia en el intervalo  [u, b]. á 


* : 
Ejemplo 2. La función == no es acotada en las vecindades de - 


los puntos x= 0 y x = 1. Para investigar si existe la integral impro - 


pia en el intervalo  [0, 1), analicemos los límites 
1 





z l—e 
: dx 
lim la di ESA 
e>+0 Vxd—x)' Pe ' Vx(i—x)' (1) 
> 1 
z 
Puesto que - 
dx A 
ll Val=a =arcsin (2x — 1), 
los límites (1) son entonces iguales, respectivamente a: 
lim [arcsin 0 — arcsin (2e — 1)] =4 
Mim [ sin(2—1)]=3, 
"lim [arcsin (1 — 26) — arcsin 0] =%. 
¿a ( €) — arcsin 0] => 


Por consiguiente, 


1 
dx 


> = Tí. 
, Vx(I—x) 





3. Integral en un Intervalo Infinito. Sea la función f (x) de 
finida para todo x>a. Admitamos que en cada intervalo finito a=<x 
<b es integrable la función f (x). 
Si existe 





* para (0<x<1) 
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b . 
pu Y (x) dx, 4) 


llamaremos entonces a este límite integral impropia de la función f (x) 
en los límites de a hasta -+oo y la representaremos por el símbolo 


a+ 


f(x) dx. (2) 


En este caso diremos también que la integral (2) converge. Si - 
el límite (1) no existe, se dice entonces que la integral (2) diverge. 


Ejemplo 1. La función 


es continua para x>1 . Dado que 
entonces 
por lo que 


Análogamente se definen las integrales impropias 


AS d:= lim Í/600s, 











+00. a +0 
| figa= $ a+ Ñ /qojar. 
— 00 — 00D a 
Ejemplo 2. Sea 
] 
Fx) qa 
Tenemos: 
e dx o 7 dx ne 
1 a 0) TER a=>3; 








0 
= lim = E A 
di 209 rP= ¿E arotg a) ==. 
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Por consiguiente 


-Eu0 


0 
f ] Pa=/ + 


dx 
TA =rm. 








+0 
0 


4. Criterio de Existencia de la Integral Impropia. 
I. Teorema. Sea  q(x) una función no negativa y no aco 


tada en la vecindad del punto a, teniendo integral - 
impropia en el intervalo [2,5] (a<b . Si la función f(x) 
no acotada en la vecindad del punto a, es integrable 


en cada intervalo |a',?] (a<a<b y además 
IF] <p (xr)  (a<x<b), 
entonces la integral impropia 


b 


V/F (e)dx 


existe. 
Demostración. Sea  (t,) una secuencia arbitraria de números positi 
- yos decrecientes, que convergen a cero. Sea además 
a+e,<ob (a<b). 
Formemos la serie 


0 ae, a+e, 


¡ p (x) dx + Ñ p (x) dx + ¡ plxdi+... 
a+. e a+s 
+ | pujar+... (1) 


a+ 


Para la suma S, de los n primeros términos de esta serie, es váli 
da la igualdad á 


b 
S.= | píxjax. 
GH 


Así pues, la serie (1) converge, y su suma es igual a la inte - 


gral impropia de la función (x) en  [a, 6). 
Ya que según la condición 


[f(x)1 < p (x) (1<x<0), 
entonoes ) 


B B B 
[$4 imarls fria < pí)ar  (a<a<g<b) 
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De donde se deduce que la serie 


b a+e a+e 
lima Ñ far+ V Flat... 
e+t e A a+ . 
cp Y fíjar+... (2) 
a+8 


es absolutamente convergente, ya que sus términos no exceden en mó- 
dulo a los términos correspondientes de la serie (1). 

Designemos con Sn a la suma de los ¡n primeros términos de la - 
serie (2), obtenemos: 


b . 
s.= | Fíxjax, 
2+4 


existe, por consiguiente 


b 
lim Ñ Fx) dx. 


ñn> % a+ 


Puesto que este límite existe para cada secuencia ten) que 
satisface las condiciones anteriormente impuestas, existe entonces 


b 
lim Í F(x)ax, 
e>+-+)0 a+s 


teniendo por lo tanto la función f (x) una integral impropia en el inter 
valo [a, o]. 
> cos x 














Ejemplo 1. La integral | dx existe, pues Ec PE y la exis 
sd Vx Vx Vx sn 
tencia de la integral. j e la hemos demostrado ya con anterioridad 
x 
0 
(ver Pg.296) | 
II. Si s<i, entónces la integral impropia 
; E 
5 (>0) 
0 
existe. 
En efecto, tenemos: 
E 
E dx __ 1 NE “nn as 
Dro z, a sr —* STE 
Si la función f(x) es continua en [0 aj, excepto 


en el punto x=-0, y si el producto f(xx” es acotado - 
en ([0,aj Y s<1,. Entonces la integral 


Sr (x) dx (3) 


converge. 
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En efecto, si lf(x)x"| <A, entonces 
l/ (01 <é4 (0<x<a). 
Dado que para la función 5 6<u existe la integral impropia en el in-- 


tervalo. [0, 2] , entonces, de acuerdo con el teorema anterior, existe la 
. integral impropia 13), 


En particular, la integral ( 3 ) converge si existe el lfmite 








lim f(x)x". (s <1) 
x>»-+0 . 
Por ejemplo, 
o En 
lim — x?— lim <=] 
x>+o0 Y sinx SO sin x , 
por consiguiente 
1 
' ax 
Y Y sinx 


. Ú 
existe. 
III, Para las integrales con límites infinitos, puede enunciarse un teore 
ma análogo: 


Teorema. Sea ?(%) una función no negativa y supon 
gamos que la integral impropia. 
«+00 
Ñ lx) dx. 
a 


existe, q 

Entonces, si la función f(x) es integrable en cada 
intervalo [a,b] (a<óo) y para a<x*x se satisface la desigual - 
dad, 


IF (01 <e(x), 


existe entonces la intesral impropia 
+0 


; Fo dx. 


a 


La demostración se hace en forma semejante al caso anterior. 











Un criterio análogo tiene lugar para el intervalo (—oo, +00). 
on 
Ejemplo 2. La integral Srs dx existe, pues. als 12 
ñ 
y la furición + posee la integral impropia a A 


INTEGRALES IMPROPIAS 301 


IV. Sil*f)|<A para x>a>0 y s>1, 


entonces Vf toax existe, Se supone que la función - - 


a 4 
f ( x ) es integrable en cada intervalo [a, b] (a<b). 
En efecto, en este caso 





A 
FA) |< 
y además 
e $ 1 
dx __ ax __ -9+1 -s+1 
e mp, [Go 
a p 


NN 1 
añ 
5. Aplicación a las series, 
Teorema, Si la función f ( x ) es contfnua, no ne- 


gativa, decreciente y dcerinida para todo x=>1l, la - 
00 

serie Y f(n) converge o diverge entonces dependien- 
a=1 


do de la convergencia o divergencia de la integral -- 


0m 


impropia (f(x) ax. 
; 1 


Demostración. Observerrios que en el intervalo [1, + 1] el valor má 
ximo de la función f (x) será f (n) y que el mínimo será fín+1), Por con 
siguiente, de acuerdo con el teorema enunciado en la Pág. 274. 

+1 3 


M4 DS Í fjar< fm, a=1, 2... 


Por lo que 
n+1 
FOPAD+H PMH D< | Frjar< 
</MEHNIH FS (a). (1) 


co 
Si existe la integral Vaz, entonces la secuencia de las sumas 
5 J á 
00 
parciales de la serie Y f(n) es acotada, y está serie, con términos no 
n=] 


negativos, converge. 
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00 

Y a la inversa,admitamos ahora que la serie SY 7 (1) convergo. 
n=l 

Entonces, en virtud de la segunda de las desigualdades (1), la 


secuencia (7 cn ax) es acotada. 
da E 


Esta secuencia no decrece, ya que 
»<+1 


»-+1 n n 
í suar=V / (034 | fiar >| /(0ax, 
1 1 n 1 


pues /(*)=0. n 
AsÍ pues, la secuencia $ Fx) ax) converge a un cierto número 8. - 
l] 


Puesto que para cada t£>0 existe un número N tal que para un entero- 
cualquiera 27> N se cumple la desigualdad. 


g—e< | (Jar <e+.. 
1 


Sea ahora x un número arbitrario, mayor que N + l, Existe enton- 


ces un entero 1n>N tal que 2<x<m»z+4+1. Podemos escribir: 


x n x n+1 n-+1 
Jr00= 1044 /04= ) 10 a—Í ¿mat, 


de donde se deduce 
n x n+1 


aoa<l mas | ¡ar 
1 1 1 


Puesto que » >N, entonces, a lo sumo 
¿—e< | rtd<g+e. 
3 


Las últimas desigualdades son válidas para cualquier x>N+ 1, 


Demostrada la convergencia de la serie y /(n) se deduce la existen-- 


n=1 
Qu 


cia de la integral WAS dx, es decir, queda demostrada la segunda parte 
1 


de nuestro teorema. 
Ejemplos. 
l, Sea f(x)=x-* Tenemos: 
xx 2+1 
Vr to ax al sil, 
ln x Si a—1. 
Por lo tanto 
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bre jaa alar—1] si 21, 


| In x Si a=1. 


00m 
Se ve de aqui de inmediato, que la integral Uri) dx existe solamen- 
y 1 
té para a>1l. Por consiguiente, de acuerdo con el último teorema, la - 


serie y converge para a >>1 y diverge para a=<! ( ver Pág.148). 


n=1 


2. Sea 

ÍHx)= ==: 
Como es fácil ver, tenemos: 

(7 ()dx=In lax, 


por lo que 


Xx 
$76) dt=1n 10 x— In In2. 
2 
/ pe 
Así pues, la integral ] F(t) dt no existe, deduciendose de aquí, según 


00 
nuestro teorema, que la serie Y 7 


n=2 


A diverge, 


Observación . El teorema sigue siendo válido si la función f(x)- 
es definida y posee las propiedades anteriormente enumeradas para - - 


a | . A Z 
*=%R. Basta substituir en el teorema Y f(n) y (f(x) ax, por 2 f(n) y -- 
E n=1 1 n=k 


om Ñ , 
$7 (e) dx. respectivamente. En el ejemplo 2 empleamos ya esta propiedad. 
R a S 


6. Integrales impropias uniformemente Convergen- 





tes. Sea Klx,s) una función continua, definida para x>a a<s<f 
00 

poseyendo la propiedad de que la integral impropia f K(x,5)dx exista pa 
a 

ra cada s del intervalo (a, Bl. 


00 
Definición. La integral impropia $ Ktx, s) ax se denomina- - 


uniformemente convergente respecto á s en el inter- 
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valo [u, 2] si para cada £>0 existe un Aa tal que ISK (e, s)ax|<e 


para cada c>A y todo s del intervalo [a, $]. 


Esta definición recuerda la definición de la convergencia uniforme 
de una serie de funciones. Efectivamente, las integrales impropias uni - 
formementeconvergentesposeen propiedades análogas a las de las se-- 
ries uniformemente convergentes. Consideramos ahora estas propieda- 
des. 


Es evidente que 


00 ea+1 a+2 
Kte sde= | K(x,s)de+ | K(e,s)deh... (1) 
« a a+1 " 


La serie en el segundo miembro converge uniformemente en el in- 
tervalo [a, P], si la integral en el primer miembro converge uniforme-- 


mente en este intervalo. En efecto, existe entonces para Cualquier  *., 


e>0, un número A=4, tal que para cada 1 >A4, p>0 y para todo s del 
intervalo [a, $] se cumple 
n-+1 - n+2 n+p 
| y Klas)de + | K< s)de+h...+ Y Kc s)dx|= 
» n+1 e n+p-1 


=| $ K(x, 5 dx|<e. 


n 


Puesto que lostérminosde la serie ( 1) son funciones contínuas del 
parámetro s, su suma será también una función continua de la variable 


s en el intervalo [2, $]. Integrando término a término la serie (1 ) res- 
pecto a s, en los límites de 4 a f, obtenemos una serie convergente 


cuya suma es igual a la integral de la función que se halla eriel primer 
miembro de la ecuación ( 1 ), calculada entre los mismos límites: 


pb 0_ $ a+ Bo aj? 
fas K K(<, sjax=fds | K(x, s)dx4-K ds | K(x, sd... 
a e a a a a+1 


Variarido en cada sumando del segundo miembro el orden de inte-- 
gración, lo que es lícito hacer, en virtud del teorema 2 ( ver P38.0288.- 
obtenemos: 


fas $ Ko, s)dx= 
z . a+1 B a+2 B 
= $ dx | K(x, s) ds + $ dx Ñ K(x, s)ds +4...» (2 
a « a+1 « 


es decir 


B o ata 8 
fas fX(x, $) a $ dx $ K(x, s)ds. (3) 
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Nos cercioramos ahora que la integral impropia 
o 8 
fax Í Kix, s)ds 
a « 


existe. En efecto, en caso contrario, existiría una secuencia creciente - 
de números mayores que a, 


<<< ¿0 


que tendería a +00 tal que la secuencia de integrales 


y B 
E dx Ñ K (x, 5) ds) 
a a 
sería divergente, Por consiguiente, sería divergente la serie 
RR: 38 Ra B 
fax Kqx, 5) d+ $ dx f K(x, sidx+... 
e a k, a 


Pero esta serie es convergente, ya que se obtiene, como la serie - 
(2), al integrar la serie uniformemente convergente E 


0 17 a 
l K(x, 5) dx= | K(x, sde +4 Ko, sidx+... 
a a A, 


entre los límites de 4 a $ alterando el orden de integración. Se de- 
muestra así la convergencia de la integral 


00 8 
¡ dx f K(x, s) ds. 
Por lo tanto la igualdad ( 3 ) puede escribirse en la forma 
B 0 0 B ; 
fas $ K(x, s)de= | dxÍ K(x, s) ds. (4) 
a a a a : 


Admitamos ahora que la función K(x,s) satisface, además de las con 
diciones anteriormente indicadas, las siguientes: 


la. Existe la derivada Ks(x,s) y es contínua en cada punto del domi- 
nio en el cual es definida la función K(x,s): 


00 
2. La integral impropia (K: (x, s) dx converge uniformemente respec 
to á s en el intervalo [u, $). 


- 00 
Demostremos que er: este caso, la función Ke, s)dx posee una de- 
rivada contínua y que a 


260, s) a=(K (x, s) dx. 
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En efecto, la serie 
a+1 a+2 


| Ko (x, s)dx= $ Ks(x, s) dx+ $ Ki(x,s)idx+... (5) 
a a a+i 


converge uniformemente, lo que se demuestra exactamente igual que co 
mo se hizo para la serie (1). Pero esta serie se obtiene derivando térmi 
no a término la serie (1). En tal virtud, su suma, que es contínua, dada - 
la convergencia uniforme, es de acuerdo con el teorema conocido de la 
teoría de series l Pág.156. igual a la derivada de la suma de la serie (1), 
que era lo que se quería demostrar. 

En otras palabras, hemos demostrado el siguiente teorema: 


Teorema l. a) S1 para la Sanción Kílx,s) cebtitioa: y 
contínua para *=x24, il existe la ina impropia. 
Fs s) dx 


x 
h 


para dd imebvalo le Py si esta integral converge uni-' 
formemente en este intervalo, la integral es entonces 
una función cantinua del parámetro s. 


E Bajo las mismas condiciones, existe la integral 


Sax kt S)ds, * 


y se verifica la igualdad 
e $ B 0 
fax $ K(x, 5) ds =4 ds $ K(x, Ss) dx. 
a a E « a 
c) Si la función K([x,s) satisface las anteriores -- 
condiciones y cinta: para Y*>a, a<s<f posee una deri 
sde a Kote, E para la cual la integral impro- 
pia 
o. 
[ Ko (x, 6) de 


existe y converge uniformemente, entonces la inte-- 
gral 


A s) dx 


posee en el intervalo [«,f] una derivada continua res 
pecto á s, la cual se expresa mediante la fórmula 


LS Ka s) ax=Í Ketr, sidx, 
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Para establecer la convergencia uniforme de una integral impropia 
muchas veces basta con aplicar el siguiente teorema: 


Teorema 2. Si la función q(x,s)es continua y no ne- 
gativa en el dominio x*x>a4a a<s<f y si existe para ella 
la integral impropia de convergencia uniforme 


fotz, sax, 


entonces, para cada función K[(x,s) que satisface la - 
desigualdad 


[K(x, s)| <q (x, s) 


y sea continua en ese mismo dominio, la integral im- 
propia 
00 
[ K(x, 5) de 
a 
existe, y converge uniformemente, 
; 00 
Demostración. La existencia de la integral Ke, s) dx para to- 
a 


do s del intervalo [a, $] se deduce del teorema enunciado en la P4g.300 


que para cada s tenemos: 
| [K(x,s)l <p(x,s)  (x>a) 
y, además, para todo s existe la integral 


o . 
$ p (x, s) dx. 
e 
En virtud de la convergencia uniforme de la integral 
00 
$ Pp (x, s) dx 


para cada ¿>0 se halla un número A>a, tal que 


IEA 


para todo c >A y para cada s del eololeE B].Puesto que para todo - 
do>c., se tendrá 


á ad 
[$ Xt 5)dx]<$|K(x, ax o(, s) dx, 
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entonces, asímismo 


[50 s) ds |< vtr sax <e. 


Por lo tanto, la integral Ke, s)dx conyerge uniformemente en [a, Pl. 


Observación. Si, en particular, la función (x, dias depende de s y la 
integral 


Teto dx 


'd 


existe. Es evidente entonces, que esta integral puede considerarse .como. 
uniformemente convergente, En las aplicaciones, es este el caso que. --. 
con más frecuencia se encuentra. 

Ejemplos. 

l. La integral 


co 
j e”? sin sx dx 


converge uniformemente respecto al parámetro s en cualquier intervalo, 
En efecto, tenemos: 
Je”*sinsx| <e7*, 
y la integral 
YD 
fe7“ax, 
0 


como es fácil ver, existe efectivamente ferar=—e"", 


a 

fetax=1 —e*, 
0 

Pasando el límite, obtenemos 


por lo que 


Ve*dx=1. 


Seu 38 


-E 
Dado que la integral | EA no depende en lo absoluto del parámetro 
s, converge entonces unifórmemente respecto a este parámetro en cual - 
quier intervalo. De acuerdo con el teorema 2, esto mismo puede decirse 
respecto a la integral impropia propuesta. Por consiguiente, es úna fun- 
ción contínua del parámetro s. 
Para determinar esta función, notemos que 


A e7* (sin sx sx 
Se "snsrds == E acoso 
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por lo que : 
A e 
-x Ss e” € (sin sa + s cos sa) 
je sin sxdx=¡ o a 


Cuando s crece ¡limitadamente, como es fácil ver, el segundo tér- 
-rnino del segundo miembro tiende entonces a cero. 
l Obtenemos de esta manera: 


ba $ 
fe sin sx dx = 7 ¿ 
¿ : 


'Integrando ambos miembros respecto á s entre los límites de 04 - 
y, ho perdiendo de vista la convergencia uniforme de nuestra integral, 
obtenemos; 


o Jas $ Feranscic= la feranerás— 
0 


-.1— 
—Í. 100% gy In(1 +-y”). 


Derivando nuestra integral respecto á s, obtenemos: 
fue cos sx dx, 


Puesto que Li coso [ ue y como fácilmente se ve, existe la in- 
tegral asas la integral Sbicniás por derivación converge entonces -- 
0 Hi AA 
uniformemente y, por consiguiente, 


E JOE 00 
d. E e == d e PR 
a): "stnsras=| te "sin sx) dx = 


00 


ERA NE 2 
=/+e cossede= 5 (¡Ea 





.2. La integral 
$ 7 
or 


CONV EEES uniformemente respecto á s en cada intervalo [a, P] para 1 < 


“8 


a En efecto, en ese intervalo, se tiene la desigualdad 


FPS FF 
y la integral 
(a=» lim n arlgx 3 


existe y no depende del Parameine s. Se deduce de aquí en una forma a- 
náloga al ejemplo anterior, la convergencia uniforme de la integral y su 
continuidad en '[a, Bl. 
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Es fácil evaluar esta integral, si tomamos en cuenta que 
Ñ dx 1 x 
JPA, 
así que 


Lo.) 


de  __ 1 E E 
Va = lim - arctg >? 





x>0 


Integrando entre los límites 1 4 y, obtenemos 


y 1 
Ss pj] 
por consiguiente 





Derivando la integral dada, obtenemos 


Lo.) 


— 2 
Pa 
Esta integral converge también uniformemente en [a, PB) ya que 
[lato 
AA SAP 
y la integral 
00 
| dx 
pe 1. 


existe, como fácilmente se demuestra 
Por lo tanto 


00 


| — 25 de e 
y AENA 2gi> 
es decir 


00 
dx E 
y CE 
Debe procederse en una forma análoga en la solución de los proble- 


mas que a continuación se proponen sobre la derivación e integración de 
integralesimpropias . 


PROBLEMAS 


1.Evaluar las siguientes integrales impropias: 
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a) er (a > 0); 





00 
) 
00 
) [enezcos bxdx= 
0 
ES 





b AFA (> 
dx T ] 
c) == 7 (a>0% 
Xx 
5 | 
d) de | 
]—cosx” ¡ ] 
0 g demostrar que no existen 
on | 
e) ias J 


£) e ar dE 


g) ES =50 (a>0) 


(emplear la substitución x=a sin y). 
2. Demostrar la existencia de las siguientes integrales: 


FE 
JA+1 
sin x 
ES Ya 


[ consideramos que para x = 0, la función integrando es igual a 1.) 


[>] 


a) 


b) 


de a_8g 


c) [ra (e > 0). 
1 


3, pemostian que las siguientes integrales no existen: 


a PATA (a > 0); 


b) EP (para x=0, la función integrando, es por definición, - 
ñS igual a la unidad) 


00 
c) fam da 
1 
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1 


aIm+=, “onverge para cualquier a>0. 


00 
- 4, Demostrar que la serie A 
: 2=2 


[oe] 
? ; 1 
5. Demostrar la convergencia de la serie y [5— 10 


n=1 





n 


=2]. 


6. Obtener nuevas integrales de la), b) por diferenciación e integración. 


7. Derivando la integral 

A 
la=fe * "as 
0 


respecto á a é introduciendo en la integral obtenida la nueva variable - 
== demostrar que 7'(a)=-—2/, es decir, que 
Pla_ 
. l(a) — A 
Integrando ambos miembros, tenemos: In/(a=—2a+C, /(a)=C'e-*, 


Haciendo a=0, obtenemos: 
” = o 
C=10=|.e7* ax e A 
0 
8. Demostrar la convergencia uniforme de las integrales: 


00 
a) fee de para aa!l; 
0 


00 
b) Jeoracoscar pp para azL1. 
0 


CAPITULO XIX 


APLICACION DEL CALCULO INTEGRAL 


1. Cálculo de un Area, Determinamos anteriormente el área- 


de la región limitada por la curva contínua y+=f(x), por las rectas xz=a, - 
x=b y per el eje OX, como la integral de la función f(x) en el intervalo - 
(a,b), bajo la condición f(x)=0. 


Nos proponernos ahora determinar el área de la región limitada por- 
las rectas x=a, x=b y por las dos curvas Continuas y=f(x), y=g(x), 
| ”. 


bajo la condición de quef (x)<g (x). A saber, la evaluarnos como la integral 


b 
$ let) —/(x)]ax. ( 


Puede fundamentarse esta evaluación intuitivamente de la siguiente - 
manera: 


Si ambas funciones son no negativas, entonces (Fig. 47) el área mos_ 
trada es igual a la diferencia entre el área de la región limitada por la - 
curva y=g(x), por las rectas x=a, x=b y por el eje OX y el área limita- 
da por la curva y=f(x), por las rectas x=a, x=b y por el eje ox. Por lo 


tanto, nuestra área es igual a ; 


b D Y AT 
Seto ax —[£ (0) ar. 
a a 
Si las funciones f(x) y glx) tienen signo arbi 
trario, entonces, en virtud de su acotamiento, -- 
existe una constante Cc, tal, que las funciones 
Ol a bx 
At)=fN0+e gl()=g(x)+e 
Fig. 47 


serán sienipre no negativas. El área de la región 
comprendida entre las curvas y=£ 1x0, y=8,(x) y las rectas x=a, x=b, -- 


coincide evidentemente con el área anterior, siendo igual a 
b b 
$ Le, (6) —£, (w)]ax =S Le (x) —/ (4)]ax. 
E a 

Ejemplos. 


l. Evaluar el área P de un cuadrante de la elipse. El cuadrante de la elip. 
se 


a 2 
SH A=1 


está limitado por las rectas x=0, x=a, el eje OX y la curva y=%vsx=za 
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Por consiguiente, 

a 

p=2 | Va—xtdx, 

0 E 
de donde p=. Así pues, el área de la enipse es igual a mab. 
2. Evaluar el área ) de la región limitada por las rectas x=a, x=b 
(0<a<b) y la parábola y*—2px. 

Tenemos aquí: 


Hxo=-—V 2x, g(x)=-+V 2px, 


por lo que 


5 
== 13 
p=|2y 2px d=2V 2 (07 —a?,, 
a 


Haciendo 4=0, b=x, 2px=y, obtenemos la ffomula conocida para - 
el área del segmento de la parábola 


P= 


Col sa 


xy. 


PROBLEMAS 
Evaluar las siguientes áreas: pd 
. 1. El área de la región limitada por la hipérbola %-%=1 yla rec 


t = : 
py ec (c>a): p=l [yaa ca an EEE | 


2. El área de la región limitada por el eje OX, la recta x=l y la cur 


va: 
; 


a) y=xVI1-=x, P= 
b) y=Vi-x, P= 


pa 0] 


3. El área de la región limitada por las curvas — y=si1x, y=c08'x 
(0<x<3) y el eje OX. | 


(P=2v7-4.) 


4. Demostrar que si las funciones y=f(x), y=+(x) Ccontínuan en el in 
tervalo [a,b poseen la propiedad de que sus correspóndientes curvas - 
tengan únicamente un núrnero finito de puntos comunes, el área de la re- 
gión limitada por estas curvas y por las rectas x=a, x=b se expresará- 
entonces por la integral 


b 
P=Í 146) —9 (2) | dx. 
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5. Basándose en la conoc.da fórmula para el área del sector circular 
demostrar ( en forma análoga a como se hizo en la P4g256que el área - 
del sector limitado por las rectas ¿=9, p=9, y la curva r=/(9), /() desig 
nando una función Continua y no negativa en el intervalo 4 <p <p, y fe) 
="fu fJ=r, ( en coordenadas polares), se expresa por la integral 


fa 
1 
=>3 fr (9) de. 


6. Aplicando la fórmula del problema 5, evaluar el área de 
a) El lemniscato 


1 =al cos 29 (= j=0<+3). P=a%; 


b) El folium de Descartes 


0% cos q sin y - 
par (0=0=3), 


at 
P=F.- 
7. Evaluar el área de la región limitada por los ejes coordenados y- 
la curva 


1 
: > y= (A+ q) qa +% (a >0, b> 0). 
2. Cálculo de la Longitud de un Arco. Admitamos que - 


las funciones son definidas, continuas y que poseen derivadas contínuas- 
en el intervalo a<f=*<P. El conjunto de todos los puntos del espacio cu-- 
yas coordenadas sean ( x, y, Z ), correspondientes a uno y al mismo'va- 
lor de la variable t, determinen una cierta curva. 


La variable t se llama Parámetro yla Función (1) es la Ex- 
presión Paramétrica de esta curva. 


Formemos una cortadura arbitraria ¿ del segmento [a, 5 


Sean los puntos 1«<t,<ft,<X...<P los puntos de esta cortadura ' 


Designamos como 4,4, 4, ..., 8 (Fig. 48) los 
puntos de la curva correspondientes a los valo - 
res % ft, t, ... B del parámetro, 

Hagamos 


Ax, =F (t,) —f (a), 

Ax, =/f (t,) —Ft.), 

a á Fig. 48 
Determinemos análogamente Ay,, Ay, -..,4£,, Af, ... 


Dado que la longitud de la cuerda AA, se expresa por la fórmula 





AA =VA FAA, 


entonces la longitud de la línea quebrada 44,4, ... se expresará por la -- 
fórmula 
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L=VaA Panda VAR Pad... (2) 


De acuerdo con el teorema sobre el valor medio, 
Ax, =f'(E,)At, (a<t€,<t,. 
Así pues, si se nace o 
PEJ)J=F E) Hs 
entonces 
(Ax,)*=f" (t)4 +p,A£. 
Procediendo en forma análoga para Ay, Az,, Obtenemos: 
VA ay +4Az,= 
VIP WERO O +o, 1) 4%. 


Haciendo 


VIFTOF4OFYW=F() 


y empleando las desigualdades 
VTa—VI5<VTaF0<VTa[+V TT, 
obtenemos: e 


Ft)4t,—V lp Fo, Er 1:4t, < VIS FDFA2< 
<F(t)8t,+V lo, +0, +1, [:4£,. (8) 


Procediendo en forma semejante para Ax,, Ay,, 4z,, ... y haciendo 


P=F(t)At,+F(t)A4,+.. 
=YV lp, +0, +1,14t, 4V lp, +9, Sra [4t,+.. (4) 
obtenemos en virtud de (2) y (3) las desigualdades 


pRSEL<GPE+R. ] (5) 
Designemos con P al mayor de los números Pr Pas + Determinemos 


análosgamente a g y 7. De la fórmula (4) se obtiene facilmente 


¡RSV 14345 Ba). ES 
Escojamwos una secuencia arbitraria normalizada de cortaduras 
(0n)- 


Para las cortaduras 8,, del mismo modo que antes, determine- 


mos los números Pa Ra Li ln Op tp Dela misma manera que pa- 
ra las fórmulas (5) y (0), tendremos: 


PAR SL, SP a HR IR SV 2 +3, 7 Ba). 7) 
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| De la continuidad uniforme de las funciones £*(t), y*(f), Y” (t) consideran- 
do (- 3 ),:se deduce 


_limp,=0; lim 3,=0, lim 7,=0, 


_A=>00 n—=—00 n 00 
Entonces, de acuerdo con ( 7 ) 
lim R,=0. 


n—0 


Pero, cono es fácil ver 
lim P,_= [Fea 
n-—+0 


| Por lo. que, en virtud de ( 7 ), la secuencia (£,) convarge y 


n—0) 


Ey a 
dim 1 Eos VI OFFOFF Das 
La tongitud de len curva dada se denomina límite de la se 


cuencia (£,¿;: designando la longitud de la curva cor s, obtenemos final -- 
mente 


8 . 
> (VPOFPOTPDA 


Observación 1, Si las funciones f(), p(t), p(t) poseen en el interva- 
ló [a $] derivadas a cuntínuas a ambos lados excepto en un número fi- 


nito de puntos de este intervalo, y si la integral existe len el sentido or- 


AB A A eS 
VWVIAOFFOFFOAt 


dinario o en el impropio), su valor se denomina también longitud ue la -- 
curva dada. Es posible demostrar que para cada secuencia normal de cor 


taduras (3,) la secuencia de números (£,), determinados como anterior 


mente, converge a esta integral, 
Observación 2. Es frecuente que una curva se de por las fórmulas 


y=4(x), 2=B(x), 
poseyendo las funciones a (x), p(x) derivadas colitínuas en el intervalo [x,, x,]. 


Esta representación de la curva puede considerarse como del tipo paramé 
trico, lo que inmediatamente se ve si se escribe 


x=f, y =a(f), 2 = B(t) (x, E 1 x,). 
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En este caso 
7 
s= Vf) FP ax. 


En particglar, para curvas planas, (B(x)=0) obtenemos la fórmula usa- 
da con frecuencia 


pl V1+y”dx. 


Ejemplos. 
1. Calcular la longitud del arco de la parábola  y*=2px desde el vérti- 
ce hasta el punto K ( x, y ). 


Puede obtenerse una representación paramétrica haciendo 


fa 
*= op» y=4, . 
De donde 
e y p id 
= jp Pray + /V, 
8 11 a=2VIFP4L in IRE. 
2. Calcular la longitud de arco de cicloide x=a (t— sint), =4 (1 —cos t) 


entre los límites de t, a to 


Tenemos: 


ha B ta 
s=| V a (T— cos PH a sin idta $ V2(1—cos f) dt = 
t, t, 
ta 


t 
e sin y dt=4a( cos | — Cos 3) (0<t, <f, <2n). 


En PAREICUlar, haciendo t, = 0, ta = 2, encontramos que la longitud de 
la cicloide es 8a. 
PROBLEMAS 


Calcular la longitud de los arcos de las siguientes curvas: 


1. De la cicloide 
%=2r sin" £, y =2r sin" £tgt 


entre los límites de cero Á t. 


(o 2 [PF2O mV 5 cost 4 VTF3 0 
-24+V3m04V5|). 
2. De la curva 
— Hu 1 
| E ISP 
entre los límites de 04 V3 
(s=2V 3). 
3. De la catenaria 
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x 
y=>5 lee 2) 
entre los límites de Xx, A Xo. 
tn 
| [3 e —e )J= ye —eé | 
4. De la curva 
e x 
E A 
entre los límites de 04 x. 
(s =x +2). 


5. De la curva determinada por la intersección del cilindro parabó- 
lico 
LV +2 =4ax 


con el cono elíptico 
¿Ay 0, 


entre el origen de coordenadas y el punto ( x, y, z ). 
(s=xV 2). 


Sugestión, Tomar 4 x en calidad de parámetro. 


3, Volumen de un Cuerpo de Revolución. Sea ysf(x) -- 
una función continua y no negativa en el intervalo  [a,b](a>b).  Desig-- 


nemos con D la región limitada por la curva y=f(x), el eje OX y las rec- 
tas x=a, x=b. Supongamos anora que la curva y=f(x) realiza una rotación 
completa alrededor del eje OX y que la región D describe en virtud de - 
este giro un cierto cuerpo T. Evaluemos el volumen de este cuerpo. 


Para el efecto, formemos una cortadura arbitraria 3 -del segmen- 
to [a, b] y designemos, respectivamente, con M,,m,, M,, m,, ... los valores - 
máximos y mínimos de la función f(x) en los diferentes segmentos de la - 
cortadura 3. Observemos que los rectángulos cuyas bases son Ax,, Ax,, ... 
y cuyas alturas sor M, Ma, «+.» Pespectivamnte, cubren totalmente a la- 
resión D. Por consiguiente, el cuerpo formado por la rotación mdd ” 


de estos rectángulos, cormtiene el cuerpo T. El volumen de este cuerpo, -- 
que Contiene el T, se expresa por la fórmula 


W=1 (6x,M;+Ax,Mi+...). 
Análogamente, los rectángulos con bases Ax, ÁAx,, ... y alturas  M,, 
Mi, ... están totalmente comprendidos en la región D, y por consiguiente, 


el cuerpo que ellos describen queda contenido en el cuerpo T, (Fig. 49 ), 
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Designando con w al volumen del cuer - 
po contenido en T, obtenemos: 
w=m(Ax,mi + Ax,m+...). 


Si (8,) denota una secuencia ar— 
bitraria normalizada de curtaduras del 
intervalo [a, 5), entonces, como es fá-- 
cil observar, 





lim W, =lim w, = 
n=: 00 n=00 
b 
= TT (7 (x) dx. 


Fig. 49 


Por lo tanto, de acuerdo con las repre- 
sentaciones intuitivas, determinamos el volumen del sólido de revolución 


por medio de la fórmula A 


V=n 7 (x) dx. 


- Ejemplos. 
l. Calcular el volumen de una esfera de radio r. 


La esfera se obtiene al girar el semicírculo 
y=VYr-—x (—r<x=<r) 


alrededor del eje OX. Por consiguiente, 
+r 
v= e di=L nr 
== T (7 — 3 3 
—r 


lo que coincide con la fórimula conocida. 
2. Evaluar el volumen del cuerpo formado por la rotación de la ci-- 
cloide 
x=a(t—sint), y=a (1 —cost), (0<t=<?n) 
alrededor «uel eje OX. 
Cuando t varía de Ua 2r, crece entonces xde0a 2ra, pues 


d. 
=0(1 —cost) >0 na 0<1<?n. 


Por lo tanto, y es ua función de la variable x e: el iniervalo [0, 2na), 
así que e 
V=w" $ y* dx. 
0 


Introduciendo la variable t, obtenemos: 


2x 
=w $ [a (1 — cos t)]* a (1 — cos f) dt = 5nte?. 
0 
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PROBLEMAS 
Calcular los volúmenes de los siguientes cuerpos de revolución. 
1, Calcular el volumen del toroide formado al girar el arco de la - 
circunferencia 
y=V AA 


alrededor del eje OX entre los límites de Xx Aa ax(—r<x<x<r) 


(varia 52) 


2. Dcl cono truncado (fórmula conocida en la Geometría elemental) 
3. Del cuerpo obtenido al girar el arco de astroide 
x=rco8 t, y =r sin t ( 0<t<3) 





16 
alrededor del eje OX. (V=w"). 


4. Del cuerpo obtenido al girar la curva 
y* (x — 4a) = ax (x — 34) (0 < x < 3a) 


alrededor del eje OX, 
(v="2 a5— 161n 2) ). 
5. Del cuerpo obtenido al girar la curva 
y —PyYy=a"x 
alrededor del eje Or (-b<y<b). 
E) 


Sugestión. El volumen se expresa aquí por la fórmula « f x* dy. 
-—» 


4.,Area de una Superficie de Revolución. Sean la fun- 


ción y*=f(x) y su primera derivada contínuas y no negativas “en el interva- 
lo [a, b](a<b). Supongamos que la curva C, gráfica de la función f(x), des- 
cribe al realizar una rotación completa alrededor del eje OX la superfi- 

cie W. Se trata de determinar el área de la superficie W. Tornemos una- 


cortadura arbitraria ¿ del segmento [a,¿] y designemos como a<x, <x, 
<... a los puntos de esta cortadura. Sean A,, A, +... puntos ue la curva- 


C correspondientes a los puntos X,, Xy --* 


Al girar alrededor del eje OX, la línea quebrada AAA, ... B s 
describe una superficie, formada por las superficies laterales de los co- 
nos truncados [( Fig. 50 ). El área de esta superficie se expresa por la -- 
fórmula 

PV EA y y ole 
donde 


By =f(x,) — fla), Ay, =f (x,) — f(x), 22 
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De acuerdo con el teorema sobre el valor medio, tenemos: 


VER Y (a) 9 V TFT TEJA, 


donde €, es un'número comprendido entre a y x 


Suponiendo que | 


e [OO 6, 


encontramos 
le, SUE) —/(01+1/6) —F(:)17 
AsÍ que, 
P=S-+R, 
donde 


S=mHVIFFEJrEJAx, RV EDNEJAr +... 
R=27Y 17 EF EJetx mV TIFF" (E) ej dr, +... 


Designando con y al mayorde los números]e, |, |e,|, ..., y con M al 


valor máximo de I|£ (x)| en ( a, b), obtenemos: 
[¡R|<S2nVIFM (—a)r. 
Si escogemos ahora una secuencia arbitraria normalizada (3,,) 


de cortaduras y determinamos los números Pa, Ra, S,, 1, ¿del mismo mo- 


do como se determinaron los P,R, $, y, obtendremos entonces: 


P,=S, FR: 
Se observa fácilmente que 


bd 
lim S,= 2 VIE az. 


De la continuidad uniforme de la funcián f(x) en el intervalo [a, 5] 
se deduce que 


lim Ma =0, 
por lo que nn» 
lim R,=0. 


n—00 
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Así pues, 


b 
lim P, =21 $ FOVIES(x ax. 


Entonces, intuitivamente, determinamos el área de la superficie de 
revolución por medio de la fórmula 


b 
== 1()VTEP ds. (1) 
a 
Observación. Admitamos que la función f(x) continua y no negativa- 
en el intervalo [a,b] posea en este intervalo una derivada Continua, con - 


exclusión de un número finito de puntos del intervalo y que existe la inte- 
gral ( en sentido ordinario o impropio) 


Dd 
SA0VIFF jar. 


Puede demostrarse que bajo estas condiciones, lim P, también exis 
n>—o 
te y que es igual a la integral arriba indicada, multiplicada por 2.7. En - 
este caso, el área de la superficie de revolución se determina por la fór- 
mula (1). 
Ejemplos. | 
l. Calcular el área de una esfera de radio r. Tenemos aquí : 


Hr =Vr—x* —r<x<nm, 


así que 





+r 
+r 
AÁ= V A x 
4 2] pe “y e 


2. Evaluar .el área de la superficie obtenida al girar la cicloide 
x=a(t—sinf), y=a (1 —cosf) (0 <t<2n), 


alredeñop del eje OX ( ver P8g.320). 
Introduciendo la variable t, obtenemos: 


2% 
E TT 
a=20 a(1 — Cos t) Yi + [a] a(1 —cos 1) dt=L na”. 
0 


PROBLEMAS 
Calcular las áreas de las siguientes superricies de revolución: 


1. Del paraboloide de revolución, obtenido al girar la parábola alre- 
dedor del eje OX entre los límites O Y x: y"—2px 


_?% a 
ta pl. 
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2. Del elipsoide de revolución, obtenido al girar la elipse. 
xr 
5+4=1 (a >; 


a) alrededor del eje OX 








A=2x |» + Yee] 


ad arcsin 
Va—b 
b) alrededor del eje OX 
ab? A 
A=2xr |a —— ln ——— |, 
tv d b 
En el caso b), el área de la superficie está dada par la fórmula 





+0 


al V I+ (5) dy. 


3. Del casquete esférico, obtenido al girar el círculo 
44y—2r5=0 
alrededor del eje OX entre los límites O y h: 
A = 2xrh. 
4, Del toroide, obtenido al girar el círculo de raaio r alrededor de 


una recta contenida en el plano del círculo, a una distancia a>r del 
centro de éste. Calcular también el volumen de este toroide; 


A=4rar, V=2rap, 


CAPITULO XX 


LA INTEGRAL DOBLE. CONDICIONES DE INTEGRABILIDAD 
2=f(x, y) 


1. Definición de la Integral Doble sobre un Rectángulo. Sea una fun- 


ción definida y acotada en el rectángulo D, determinado mediante las de 
sigualdades a<x<b,a <y<?0 (Fig. 51), 
Partamos el rectángulo D en un número 
arbitrario de rectángulos ( no necesaria 


mente iguales) cuyas áreas sean do,, A0., 
..., 48, *). Designemos con (E %) (Es 2), 


«or (En Mx) las coordenadas de los pun- 
tos arbitrariamente escogidos, uno para 
cada rectángulo, 

Formemos la suma 


A=f(E, 11) do, + 
+ fl m1) 40, +++ HL no Mn' 407 


Es fácil ver que si en el rectángulo D la función f(x,y)>0, enton- 
ces la suma A representa la suma de los paralelepípedos rectos cuyas 





bases son Ag,, A0,, y sus alturas f(E, 9), FE, 1), 


Llamaremos cortadura 3. al conjunto de rectángulos y con 18] 
designaremos la ¡ongitua de la mayor de las diagonales de los rectán-- 
gulos da, Ao,, de la cortadura 

Llamaremos normal a la secuencia de cortaduras 18.) si 


lim|3,|=0. 
n>o 

Definición, Si para una secuencianormal cualquiera 
de cortagdurasi?!la secuencia correspondiente due las 
sumas (f4,) es convergente (independentemente de la elección 
de los puntos (E, ny), se dice entonces que ¿a función es -- 
integrable en el rectángulo D. 

Puede demostrarse (como en el caso de una función de una varia-- 
ble, Pág.256) que si la función es integratie, entonces - 
para una secuencia normal cualquiera de cortaduras 
la correspondiente secuencia de sumar (4, tiende a uno 
y al mismo límite. Este límite común se denomina intezral doble de la 
función f(x,y) en el dominio rectangular D. 





+ z : 
len lo que sigue, denota el autor con 40,, 40,, tanto los propios -- 


rectángulos como los dominios [ N. de la R.) 
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La integral doble se denota por el símbolo 
. Ñ 1 a 
$54 60, y)do SS Z(=, y)dxdy. 
D D 


Observación.l. Si la función z=f(x,y) es continua y no-negativa en el 
rectángulo D, el volumen del:dominio.limitado por la superficie as=f(x,y), 
por el plano coordenado OXY y por los plano que pasan!POr-los lados del 
rectángulo D paralelamente el eje OZ, se determinará entonces como el 
valor de la integral 


SF 05, y) do. 


(Posteriormente se demostrará que cualquier 
función, continua en un rectángulo, es integra- 
ble en él.) 

Esta determinación intuitiva del volumen 
defun dominio puede fundamentarse. Designe- 
mos con M,, M,, ...; M,, M,,..., los valores 
máximos y mínimos de la función f(x, y) enlos 
rectángulos de la cortadura 83 ,respectiva- 
mente, y con(8,, Ak» %) Y E, 7), Ej 9) --- 
correspondientemente, los puntos en los que 
Fig. 52 la función toma estos valores, 


s=fff, 2) 40, FF Es 2) do, +...=M,b0, + M0, +..., 

s=fíE,, 1,)40, (E, 19,40, +... =m,b0, + m,b0, +... 
Los paralelepfpedos rectos correspondientes a la suma S llenan en su 
totalidad al dominio considerado, mientras que los paralelepípedos rectos, 


correspondientes a la suma s se hallan todos en este dominio (Fig. 52), Ya 
que para una secuencia normal arbitraria.de cortaduras (3,) se tiene 


lim S, = lim s.=$ 1/6, y) de, 
- RO D 





la determinación del volumen del dominio dado como el valor de la inte- 
gral arriba indicada. concuerda totalmente con nyestras representaciones 
intuitivas. e 
Observación 2, En que integral doble 54 0, y) dx dy en lugar de xX, y, 
D 


puede escribirse otras dos letras cualesquiera; así por ejemplo 
$70, y axdy= 11110, 042401 | Fw,  dwat 
D n 
Ejemplos. 
1. La función z = c es integrable en un rectángulo cualquiera y 
ff edo=c|D] 
D 
|D| denota el afea del rectángulo D). 


En efecto, tornando una cortadura arbitraria $ y escogiendo los 
puntos (E,, 91), (E,, 9,), .. arbitrariamente, uno en cada rectángulo de los que 
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constituyen la cortacdura 33, vernos, que 


Fr q )=0 fr q)=0,..., 
por consiguiente 


A=cb0, + cdo, +...=cfD]. 
Pero, por definición 


(fedo=c]D]. 
D 


Geométricamente, la función z=cC representa un plano paralelo al - 
coordenado OX Y. Si e >0,? la integral (1) representará el volumen del 
paralelepípedo recto cuya Dase es D y su altura C 


2. Calcular la integral soble y dx dy en el cuadrado D con vértices 
en . (0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1) 4 

La función f(x, Y) =y es coritinua, y en base en lo aseverado, integra- 
ble.Para calcular esta integral, partamos nuestro cuadrado en cuadra- 
dos iguales mediante rectas paralelas a los ejes de coordenadas. En ca- 
da uno de llos, como punto (E,, 1,)) tomaremos el vértice superior dere- 
cho. Puesto que el área de cada Cuadrado es igual a - obtendremos - 


Ñ 1 : Ñ 
entonces para la suma Y f (t,, n;) Ag,el valor YN Dado que los números 
Y tiene los valores 1 2 n Y caua uno de estos valores se halla 
n , a? ...., mi , 
en Á Cuadrados, que forman una faja horizontal, la suna condiderada - 
tendrá u«ntonces el valor 


A 


Pasando al límite para n-—.oo ,obtenemos 


ra => 


Este resultado puede obtenerse por un método elernental. Basta ob- 
servar que la integral considerada, representa el volumen del prisma - 
recto, cuya base es el triángulo rectángulo isósceles.de lados unitarios 
y altura unitaria. 

2. Condiciones de Integrabilidad. 

Teorema.l. La suma de dos funciones f(%, y) y e (x, y) 
integrables en un rectángulo D, es también integrable en este rectángu- 
lo y 


$ Dis +o(s yla =[(7(x, y) d+ iS p (x,. y) de. 
D D 


Teorema2. El producto ae una constante por una -—- 
función fíx,y) integrable en un rectángulo D, es tam- 
bien integrable, y 


y cf (x, 3) dee | ft, y) do. 
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Estos teoremas se siguen de inmediato de la definición de integral 
doble; se demustran como los Correspondientes del Capítulo XVI (P3g 264 


Teorema 3.-La función z = f (x,y) continua en el 
rectangulo D. es integrable en este rectáncsulo. 


La demostración de este teorema se hace en forma análoza a la del 
correspondiente teorema para una función de una variable (Capítulo XVI, 
P4g.262). Para el efecto, definamos el concepto de suma superior S y su- 
ma inferior s, correspondientes a la cortadura 3, en una forma similar a 
como se nizo para la integral definida orcinaria, Así 


S=M,0,+M,b0,+..., s=m,b0, + m,bo, +...» 
donde M, M,,.. y m,,m,,... son los valores máximos y mínimos de la 
función f (x, y) en los rectángulos  4As,, AÁ0,,... respectivamente, 


Puede demostrarse que para toda secuencia normal ae cortaduras 
(9, ) es válida la relación 


lim (S, —s,) =0 
n->00 


y que además, para dos cortaduras Cualesquiera 3 y y se tendrá siem- 
pre 
% S>y. 

Puede el lector fácilmente demostrar estas propiedades haciendo 
las subtituciones obvias correspondientes en las demostraciones de los le- 
"mas l y 2 (Cap. XVI Págs260,262. En base a las propiedades (1) y (2) de- 
mostramos nuestro teorema en forma análoga al teorema de la Pág.262 
casi sin modificaciones, 

Un teorema más general es el siguiente: 
Teorema.,4. Una función, definida y acotada en un 
rectángulo D, será integrable er este rectángulo si 


todos sus puntos de discontinuidad. se localizan en un 

núrnrero finito de curvas que sean las representaciones 

gráficas de funciones continuas (de la forma I= (x) O 
=0p()). ). 


Omitimos la demostración de este teorema, 

Ejemplo, Sea f (x, y) una función definida en el rectángulo D con vér- 
tices (0, 0), (3, 0); (3, 1), (0, 1) de la siguiente manera: 

fx, yy =/-=l para  0<xel y arbitraria y5 
2 para 1I<x<3 y arbitraria  y.. 

Como es fácil ver, esta función es acotada y continua en cualquier 
punto, excepto los puntos del segmento de recta x = l que e halla en el 
rectángulo dado. En virtud del teorema 4 la función f (x, y) es integra- 
ble en este rectángulo, 


3ba integral doble como Reiteración, Veamos ahura 


un teorema que nos. permitirá calcular una integral doble por medio de 
integrales ordinarias . 

Teorema.Si la función f (x, y) es continua en el rectiángu 
lo D(((<x=<b, a¿<y<b'), ) entonces 


> » » 
Se y da= í (Sy 0 y) ay) a 5570 y» dx) dy. 
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Demostración. Formemos las cortaduras arbitrarias y y y” del - 
intervalo [e, 5] por medio de los segmentos 
Ax,, Ax,, ...» y del intervalo [2,0] por los - 
segmentos 4y,,4y,, respectivamente. 

Sean ¿=x, <<... Y C=Y<Y< +». 
respectivamente los extremos de los seg- 
mentos de las cortaduras Y y 3” En los- 
puntos de separación de Y y y tracemos 
rectas paralelas al eje OY y al OX, respec 
tivamente (Fig. 53). Obtenemos de este mo 
do la cortadura 3 del rectángulo D en una 
serie de rectángulos. Sea 40, aquel rectán 
gulo de la cortadura é cuyas proyecciones 
sobre los ejes coordenados sor Ax, y 4Yy Fig. 53 
respectivamente. Designemos finalmente - 
con Mix" M¡, los valores mínimos y máximos de la función f (x, y( en -- 
el rectángulo 40; Hagamos 


» 
F()=1/(x, y) dy. 





Escojamos los puntos arbitrarios £,, £,, ..., en los segmentos Ax,, Ax, .. 
respectivamente, y sea 


A=F(k,) Ax, + F(E,) Ax, + ... 
En virtud de (1) 
D! ya . Ys 
FE)=/6, 10=/6 10 +] 104 ++ 
ar Y1 Ys 


Dado. que 
m,, <flr y) <M,, 


para ), <=) <)Y entonces 


Ya 
m,Ay, (SE, y) dy < MM, by, 
Y: 
Análogam ente 


Ys 
m,by, = (SE, y) dy <= M,,y, 
Yr 


y así sucesivamente, 
Por lo que, de acuerdo con (3), hallamos 


m,by, Mm by +... <F(,) <= MY AH MA+K 
Procediendo análogamente, encontramos además 
ma, by, +]m,,by, + A = F (E) = M,,by, +M,, by, + 


y así sucesivamente. 
Puesto que 


Ao, =Ax,4y,, entonces en base a (2), hallamos 


m,,Ao,, -m,,b0,, + ¡ei | m,,A0,, + m,¿50,, + E <= 
= A = M,,d0,, + MA. + En. + M,,A5,, + M,,60,, + ... 
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Designando con S y S el miembro izquierdo y derecho respectivamen- 
te en la cadena! últi ma de desigualdades, obtenemos: 


S<ASS. 
.Si construimos ahora dos secuencias normales de cortaduras (0,,) y 


(2,),de los segmentos [4, b], y [a', $'],la correspondiente secuencia de cortadu- 
ras 418.) del rectángulo D será también una secuencia normal. 


De'acuerdo con las desigualdades (4), tenemos 
Sn <A, <= Sp» 
Ya que 
Lim s, == lim S, = 1570 y) de 


entonces, en virtud de (5), para casa secuencia normal de cortaduras ($,) 
existe el UnPA,; ; entonces de acuerdo con (2) la función E (x, y) es integra- 
ble en el intervalo (a, b] y 


í Fs) dx= lim A, = 15 f(x, y) do. 
De donde, en virtud de (1) 
| ys fo, ya = (Gr y) ay) ás. 
Análogamente puede obtenerse 

NAS ya=| (fra, y) dx) dy. 


Observación. Es posible dernostrar un teorema aún más general. Ad- 
mitamos que la función f (x, y) es integrable en el rectángulo D y que pa- 
ra cada x la función f (x, y), considerada como función de la variable y, es 
integrable. Bajo estas condiciones puede afirmarse que | | 


1) La función Po=1 16 y) dy 2S integrable en [a, 5); 
a! 


po 
dl ¡57 t, 943 =5([7(x, y) ay) az. 


D ¿ 


Ejemplos. a 
l,Calcular ys xy dx dy «en el rectángulo D, limitado por las rectas 


x=2, x=0, y=1, y=3.. enemos aquí: 


s.s 
[Jrvardy=[ay | eyaz= 
D 2 
3 3 
] y? x=5 1 
= | dy [2] =3 ((125y — PELEA 2 
Es posible también integrar en un orden inverso: 


([+yaxay=[ax *ydy= 
D 2 


16 [EZ =3/ 0 —«9ar=4-2P 106, 


2 y=:1 
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2. Demostrar que 


¡57009 04:ay=[$ f(x) ax]. [froro], 


D 


donde f(x) p(y)-, Son funcivnes contimas en los intervalos [a, b] 1|c,d],res- 
pectivamente, evaluándose la integral doble en el rectángulo D limitado por 
las rectas 

x=a, x=b, y=cC, y=d.w 


Aquí tenemos 


[Grimporara $e rigura. 


Puesto que al integrar respecto a x seconsidera ,y como constante, se . 


tendrá : 
IS7te, a ([7( vaz) a 


asÍ que 


mena = [stas feora. 


Ya que feonay es constante, podrá sacarsele del signo de integración 


fe después de lo cual obtenemos el PRETadO querido , 
Puede plezios esta fórmula en el ejemplo l. 


3. Si la función-f.(x,y)es definida y acotada en el rectángulo D 
(1D, Ey LD) y"se anula en todos los puntos de este rectángulo, ex- 
cepto en aquéllos situados en un número finito de curvas de la forma y =p (x 

o  x=b(y, , entonces 


8, y) dxdy=0, 
D 


Puesto que como puntos de discontinuidad solo pueden ser como es fá- 
cil ver, los puntos de las curvas arriba citadas, esta función será enton- 
ces integrable en el rectángulo D (teorema 4, Pág.328) Desginemos con 

PA (a, E una función igual a la f (x, y) en todo el rectángulo D, excepto en 
aquellós puntox localizados en curvas de la forma x=9 (y), en los que la 
calar mes a cero. y hagamos 


pat fala, y) =F(%, y) —f, (%, y). 


Las funciones f, (x, y) ¡y f. (x, y) son integrables por la misma razón que 
lo es la función f (x, y). Ya que 


Fl 9) =£,(%, YES, (e, y), 


entonces 
$5 ex y) dxdy= y) $9) de dy + Y 14, (%, ydxdy. 


Evidentemente bastará convencerse que ambas integrales en el segundo 
miembro son iguales a cero] 


332 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


Para la primera integral, en virtud del teorema mostrado, tenemos 
D 5 
55%, (x, y) dxdy=1 axÑ f, (x, y) dy. 
D a a 


Si la función 4, (*, y) se hace "*=X,, esa función se transforma en una 
función de la variable Y, nula para todos los valores de Y, excepto pa- 
ra un número finito de ellas, que corresponden a los puntos de intersec 
ción de la recta x=x, con las curvas que anteriormente se han exclui- 
do. Por consiguierte , ( ver Pág. 259), 


br 
VA (Xo, Ydy=0 


para todo Ye» de donde de inmediato se colige que 
la primera integral er el miembro derecho es -- 
igual a cero. 

Para la función f, (x, y) la demostración es aná 
loga, 

4.- La Doble Integral en un Domi-- 


nio. Sea ge un dominio cerrado acotado (ver Pág. Fig. 54 ! 
167), Sea z2=f(x, y) una función definida y acotada en el dominio u y sea 





Día<x<b, «<y<j) un rectángulo arbitrario, que contiene en su inte- 
rior al dominio wu (ver Pág. 54). Definamos en el rectángulo D una nue- 
va función F(x, y) de la siguiente manera: 
f(x, yy Para puntos (x,y) contenidos en u 
Fx, »=f o  Paralos puntos restantes del rectángulo D 


Diremos que la función f(x, y) es integrable en el dominio 4, si la -- 
función F(x, y) lo es en el rectangulo D. Llamaremos integral doble de - 
la función f(x, y) en el dominio e al valor de la integral SSP y) do, 

Designaremos, como antes, a la integral doble en el dominio y con 

el símbolo PA y)do, o con TAES y) dxdy. | 
> O 


AsÍ pues, por definición 
$50, yde =8( Fx, y)do. 
o D 


Observación. Si substituimos al rectángulo D por otro D', que conten 
ga también al dominio u, obtendremos al mismo valor de la integral. - 
Es fácil demostrar esto en el caso en que el rectángulo D se halle com- 
pletamente en D', Si no es así, bastará tomar un tercer rectángulo D' - 
que contenga a los D y D'. Las integrales en D y D' serán iguales a la in 
tegral en D'', por lo que serán iguales entre sí. 


Definición. Un dominio cerrado ee sellama regular siesta -- 
limitado por un número finito de curvas, representables en la forma y=p (x) 


o x=) (y). 
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Teorema 1. La función f(x, y)hacotada y continua en un - 
dominio regular :v es intesrable en este dominio. 


Demostración. Tomemos un rectángulo cualquiera D, que contenga al - 
dominio eu, y definamos, como antes la función F(x, Y) Es fácil ver que to- 
dos los puntos de discontinuidad de esta función se encuentran en la fron- 
tera del dominio e Por consiguiente, de acuerdo con el teorema 4, (pág. 
328). la función F (x, y) es integrable. 


Ejemplos. 


1. Un polígono cerrado es un dominio regular. En efecto, su frontera - 
está formada por un número finito de segmentos que son las gráficas de - 
funciones continuas del tipo y=ax+b0 x=c, 


2. El dominio cerrado limitado por una elipse es también regular. Si 
por ejemplo la elipse está dada por la ecuación 0*x* +-a*y* =a*b* la frontera 
de nuestro dominio estará entonces, formada por dos curvas: 


b ——Á A 
IS 4 GV EA Y y=—2LyRx, 
donde-a<x<Ga. : 


3. Si un dominio regular e esta constituido por un número finito de - 
dominios regulares o,, 0,, ..., 0, de los cuales no hay un solo par con un - 
punto interior común, entonces como es fácil ver, el propio dominio * es 
regular. En efecto, la frontera del dominio e está formada por un núme- 
ro finito de curvas continuas de la forma - - -- 
y =p (x) y *=0')cada una de las cuales se ha- 


lla en la frontera de los dominios %; +++ % El - 
dominio w se denomina suma de los do 
minios 0, ..., Op. 


Teorema 2. Si una función f(x,y) con 
tinua en el dominio a es la suma - 
de dos dominios regulares 0, y % -- 
Fig. 55 ( sin puntos interiores comunes Fig. 55), enton 


ú So, y as =8 (fx, y) d+ $5 qe, y) do. 
a o os 





Demostración. Tomemos un rectángulo cualquiera D que englobe al do 
minio e Designemos con F(x, y), - F, (x, y), F,(x, y) las correspondientes fyn- 
ciones, definidas en el rectángulo D y construidas como se construyó la - 


función f (x, y) (P3g. 331 ) en los dominios e, e,, %, Tenemos por consiguien 
te 


S57t%, y 40= IS Fey SS yd F,(x, y) 00; 
w 'D 
55, y)do== | Í F, (x, y) do. (1) 
n 


My 


Observemos que la función p(x; y) =P (x, y) —F, (x<, y) — F, (%, y) y+ (2) 
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es nula dondequiera, excepto quizá en los puntos que se encuentran en la- 
parte común de los dominios e, y e, En vista de la regularidad de los do-- 
minios e, 8,y e, obtenemos (ver Pág. 331 ejemplo 3 ): 


Ve q=, y)do=0. 
De donde, considerando las igualdades ( 1 ) y ( 2 ), demostramos nuestro 
teorema. 


Observación 1, El teorema 1 permite calcular el área de un dominio 
regular cualquiera. e Designando esta área con el símbolo jp¿ obtenemos, 
por definición 

laj=$5 de, 


Existe la integral en el miembro derecho, ya que la función f(%,y)=1,es 
evidentemente continua en todo dorrinio cerrado ¡» Si el dominio ¡01 es - 
un rectángulo, obtenemos entonces para su área el mismo valor que en - 
la definición usual ( ver Pág.-326 Ejemplo 1 ), 

Observación 2. Si la función f(x, Y) es continua y no negativa en un- 
" dominio regular (6 entonces los puntos (x, y, 2) para los quelx, y) se halle - 


en el dominio fá y z satisfaga las desigualdades 052/, Jjrdererminarán 
un cuerpo Cuyo volumen definamos por la fórmula 


V=15/t, do. 
Como anteriormente ( Pág. “326 ), es fácil convencerse que la defini 
ción anterior concuerda con el concepto intuitivo de volumen. 


Ejemplos. 


4. Apliquemos el teorema 2 en la evaluación de la integral de la fun 
ción f(x, Y), definida en el ejemplo de la Pág. 331. La recta «==idivide al - 
rectángulo D en dos rectángulos que no poseen puntos interiores comunes. 
Designando con 27 al rectángulo de la izquierda y con [Di al de la dere-- 
cha, obtenemos: y 


$470. ya= ra +10 14= 
D, 
e OR ¡$210 e PO .2=3. 
D,: 


. Designemos con .6 un polígono cualquiera cerrado y partámoslo- 
tos en un número finito de polígonos 0,, My, ... , Uy. 
Hagamos f(x, y)=“*dentro de u,(£=1,2, ..., 2) donde Ey» Cqy +=» PA SON --- 
constantes cualesquiera. En las fronteras de los polígonos definimos una 
función en forma arbitraria, solo imponiéndole la condición de que sea - 
acotada. 
De acuerdo con el teorema 4 (Pág. 331), la función Jix, y), es integra- 


ble el el polígono ey Finalmente, el teorema 2 hace posible evaluar esta- 
integral: 
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$576, ya =8 cd f0d+..+ SS Cde ==: 
=0,l0,1+c,]0,)-4... Pc, J0,), 


5. Cendiciones de integrabilidad. Teorema sobre - 
el valor medio. Para las funciones integrables en un dominiowregu- 
lar arbitrario, son válidos teoremas análogos a los del Par. 2 (Pag. 328 ): 


Teorema l. La suma de dos funciones [(x, y) y p(x, y), 
integrables en un corrinio regular 0 es también in - 
tegrable en este dominio y 


SD »+o(, y)] ds =$ 1 / qx, y do+ SS p (x, y) de. 


Teorema 2, El producto de una constante C por una función Fix, y) 


integrable en un dominio regular w , también es integrable en este 


SS ef (x, y)do=c 5570, y) do. 


dominio y 


.El teorema 3 del parágrafo 2 corresvonde al 1 del 4. 


Las demostraciones de estos teoremas se obtienen fácilmente emplean 
do la definición de la doble integral en un dominio regular y los teoremas - 
mencionados del parágrafo 2. 


Observación. Si las funciones J(x,y) y  (*,Y) son integrables en - 
un dominio regular ay satisfacen en él la desigualdad f(x, y)<p(x, y) en - 


tonces Vx, y do < SS p(x, y) do. 


En efecto, de acuerdo con el teorema 1, la última desigualdad es equi- 
valente a la desigualdad. 


SS tete, y) —F qx, y)] 40 > 0. 


De la difinición misma de la doble integral, se deduce de inmediato - 
que la integral de una función no negativa es no negativa. 


Para una función de dos variables tiene lugar el teorema sobre el va- 
lor medio, análogo al teorema anteriormente demostrado sobre el valor - 
medio para el caso de una función de una variable (Pag.265): 


Teorema 3. Si la función f(x,y) es integrable en un 
dominio cerradoo. y si satisface en él las desigualda - 
des 
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m<f(x, y) <M, 


entonces 
mo] < | f(x, y)as < Mo). 


En efecto, de las condiciones del teorema y de la última observación, - 
se desprende que 


fm ao < VS qx, y) ds < 5 M ads, 
w wo o 
y en virtud del teorema 2 y de la definición de área de un dominio, tene - 
mos: 
los Sina=mje] y [f[Mao=M]0), 
> O 


Observación. En forma análoga a la definición de la Pag.272 para una 
función de una variable, como valor medio de la función f(x, y 
integrable en el dominio er , entenderemos el número 


m1 S$1 (x, y) do. 


6, Integral Doble en un Dominio como Reiteración. - 
Admitamos que el dominio regular w esté definido por las desigualdades 


aEx<D, q. (x)<y <, (0), 


donde q,(x) y ,(x) son funciones Continuas 


en [a, 0] y: 


x 





e(t0<a() para: a<x<b 


Fig. 56 


(Fig. 56), Llamaremos normal (respecto al eje OX) a un dominio en es 
tas condiciones. 


Sea D un rectángulo cualquiera, determinado por las desigualdades - 
eE<x<Eb, a¿<y<y y que comprenda al dominio e 


Si la función f(x, y)es contínua en el dominio e , entonces, como se sa 
be 


FS qx, y) do 1 F(x, y) do, 
donde 


S _ SF) - en los puntos de dominio o; 
y)= o en los demás puntos del rectángulo 
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Si la x es constante, la función F(x,y), considerada como función so- 
lo de la variable y, tencrá no más de dos puntos de discontinuidad. 


Estos pueden ser solo los puntos P y OQ en los que la recta trazada - 
. desde el punto x en el eje OX paralelamente al eje OY, intersecta la fron 
tera del dominio e. Así pues, para cada x existe la integral 


1d 
Fx, y) dy. 
De aquí que, de acuerdo con la observación de la Pag.330», se deduce que 
.BDOeuo-. 
Ñ F (x, y) do=S($ F(x, y) dy dx. 
Tomando una x arbitraria y haciendo  y,=9, (x), Ya =P (x)" , obtenemos: 
y ” Jr v 
[Fx y day =1 Fx, y ay + | Fx, y dy + Fx, y) dy. 
a! a y: Ya 


Dado que F(x, y)==0: PAra 1g' < y <y, Y Para ¡y, <y <p'» entonces 


Ys 


a 
$ F(x, y)dy=| F(x, y) dy. 
Y: 


Observemos además que para y, <J<J,, tendremos Fíx,y)=f(x, y). Por 
lo tanto, 
a (x) 


y Ya 
SF, ay=|/(x,y) dy= | Fx, y) dy. 
e Y: e, (x) 


De donde, en virtud de (1) y (2), obtenemos finalmente, 
$570, ms) e (3) 
Observación. Puede hacerse un razonamiento análogo para un domi - 
nio normal respecto al eje OY, definido por las desigualdades 
0,0) <x<0. 0) c=y<d 


En este caso tenemos 
0 


494 
(54, y da=| ay Er (6,9 451 WÑ Fix, y)ax) dy. (4) 


Si es posible dividir al dominio. * en un número finito de dominios nor 
males  0,, 0,,... , entonces 


$57 e, y) do = $54, y) de + e, y dsf+... 
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Para el cálculo de las integrales en los dorrinios %,, 0,,.. basta - 
emplear las fórmulas (3) y (4). 


Ejemolos: 


1, Evaluar la doble integral de la función 
Fx, y) =x*+xy+2y", 


tomada en el triángulo D limitado por los ejes de coordenadas y por la - 
recta y= —x+ ¡M 


Como es fácil ver, este triángulo es un dominio normal definido por 
las desigualdaces 


0<x=<!l, 0 <y<I—x. 


Por consiguiente 


P(x)=0, q(x)=!1—x. 


obtenemos lx 


1 
Ñ (e + xy +2y*) do == dx | (x* + xy + 2y*) dy = 
0 0 
1 


=P EX —x)+x A ar=2. 


4 
0» 


Nuestro triángulo puede también definirse por las desigualdades: 


0<y=<1, 0<xr<l—y. 


Al lector le será fácil verificar que la integral 


1 1—y 


Say Ly +9) de 


tiene el mismo valor que el anteriormente calculado. 


2. Calcular la integral VÍ (2x+3y +1) dx dy en un dominio limitado por 
un triángulo con Vértices(-1,-1), (2,-4) y (1,3), Encontrar además el valor 
medio del integrando en este triángulo, 


Establezcamos en primer lugar, por el método conocido, las ecuacio - 
nes de las rectas que forman los lados del triángulo (las ecuaciones se - 
muestran en la Fig. 57). En seguida, por medio de la recta x=l, dividimos 
el triángulo en dos dominios normales % y o, , Hubiera podido uti 
lizarse la recta y= -1), Como ya sabemos, ' 


IS (24 3y 4 Daxdy VÍ (2 +3y + 1) dx dy +8 | (2x-+-3y +1) dx dy. 
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Puesto que los dominios .0, y(% son normales, ca- 
da una de las integrales del segundo miembro puede - 
evaluarse como el producto áe dos integrales, obte - 


niéndose 
$5 (2x4+3y +1) dedy= 
Fl 241 
=f ax | Ox +3y+1)dy= 
—x-2 


=2x+1 +1 
O 


=-x-2 
—1 


Análogamente e al 
$ (0x-+3y+1) dx dy = Y a f (x43y4Ddy= 
Wa ros 


y=-—7x4-10 





= (000108 156) dx=—1. 


—2 


[ro +2] 


y por último 


¡0x4 3y+ axdy=3. 
Para encontrar el valor medio de la función 2x+3y+-1 en el trián 
gulo mostrado, hay que dividir el valor obtenido para la integral entre 


el área del triángulo, la que como es fácil ver, es igual a 9, Obtenemos 
así 1/3 como valor medio, 


3. Calcular el área del dominio o,limitado por la parábola y=2x y 
la cuerda que une los puntos (2,-2) y (8,4) (Fig. 58), 


La recta x= 2 divide al dominio e en dos dominios normales: el do- 
. . dle . . ES * 
minio (%,y , definido por las desigualdades: 


0É41<2 —Vax<y<+V 2, 
y el 1%, , definido por 
2<x<8, ¿—tey<VE. 
AsÍ pues 


Ja Jaro) dedy= 


V2x % 2 
d+ 1 h a | /2ar+l (V2x —x-+4)]ax=18, 


jar $ 


Puede calcularse el área del dominio py por otro método. 
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En efecto, pueden considerarse este dominio como uurmal y defini - 
do por las desigualdades 


—2<y<4 Ler<y+4. 


Por lo tanto 


4 y +44 
ff ardy= fay j dx= 
2 - 





=1 (7 +15) dy=18. 


Fig. 58 


4, Calcular el area del dominio normal % definido por las desi - 
gualdades 


aid, f, (1) <y <f, (x), 
donde f(x), f, (x)- son funciones contínuas en el intervalo [a, 5], , 


para las que se cumple la desigualdad  f,(x)<f,(x) , siendo a<x<b 


(ver Pag.313) 


Tenemos aquí: 
BO o 
Jo =5$ do=f ax $ dy. 


a Fx) 
Pero 
Ax) 
EN Y=f (0), (a, 


Por consiguiente 
b 
[0] = Ñ Va (%)—f, (x)] ax. 


5, Calcular el volumen de la esfera 
ty 42 r. 
El plano OXY corta a esta esfera según el círculo 
“+y=r, 
cuya interioridad, incluyendo las fronteras, designaremos con vw. Como 
fácilmente se ve, el hemisferio situado arriba del plano OXY, es el con- 


junto de todos los puntos (x,y,z) tales que el punto (x,y) se localice en el 
dominio w, y z satisfaga la desigualdad: 
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0<z:<Vr—xii—y. 


En virtud de nuestra definición de volúmen (Pag.334, obtenemos para - 
el volumen buscado de toda la esfera 





+r PV r3— x1 
=2(V—=*=Yd0=2 | dx $ Vr —x*—yi — y dy. 
w =>”. —Ynmta 


Al integrar respecto á y, deberá tomerse á x como constante. Es po- 
sible introducir una nueva variable  ¿ con la substitución 


y=Vrr—xsinp dy=Vr*—x*cos o do. 


Entonces 
+VAZA 


JE E y Yy= Fe —x*) costo dp => (r*—x%. 
=7 


Por lo tanto 


r 
v=2 Ñ z (r* — x*) di=2nr. 
—r 


6. Calcular el volumen de la parte común de dos cilindros circulares 
de igual radio, cuyos ejes se cortan perpendicularmente. Tomemos los - 
ejes de estos cilináaros como ejes coordenados OZ y OY 


Sus ecuaciones poarán entonces escribirse 
“yr ; 0+42=r". 


La parte común de estos cilindros se define, como se sabe, por las de 
sigualdades 


+ysr, c+r<r. 


Dado que no es fácil representar o bosauejar esta región, se razonará 
de la siguiente manera: 


Este dominio es simétrico respecto al plano OXY, Bastará entonces - 
calcular el volumen de su mitad superior, definida por las desigualdades 


“iy”, 4 2sr,2>0, 


Designermos con (*,, y) un cierto sistema de números que satisfagan a 
la primera de estas desigualdades. Para que el punto (*, Y, 2% se locali- 


ce en la mitad superior: considerada, será necesario y suficiente que 


0<:2<V r' —x. Por consiguiente, esta mitad superior coincide con el con- 
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junto de todos los puntos (x,y»,Z) tales que (x,y) se encuentre en el círculo - 
*+y!zr, y z satisfaga las condiciones anteriores. Designando con 'h 


la interioridad del círculo x*+y*=p* incluyendo su frontera, obtendre - 
mos para el volumen de toda la parte común de nuestros cilindros, la inte- 


gral 
v=2N(V"—Baxdy= 
w , 
+ +YVA—=a +r 
=2f dx | VrA—=Adgy=2 | 2( —x dr= 
> via mr: 
=4 [35] pr 


PROBLEMAS 
1, Calcular las integrales dobles siguientes: 


a) $5 cost y do en el cuadrado 0x5, 0<y<3. 
Respuesta A | 


b) LT ” en un dominio normal definido por las desigualdades 
S5v A 05y<5 05: <5-—y, 


Respuesta 13: 


c) 0% de en un dominio normal definido por las desigualdades 
Ex<Ga Vaya. 


Respuesta 5 a. 


d) 5 Y coy Ex Fany do en el restángulo 05:51, 0<y< 7. 
Respuesta y 


e) 85 Y Lao en el triángulo limitado por el éje OX; la recta *=4 


y la recta cy=2x r>0,4>0, 
Respuesta e. 


2. Establecer, por medio de integrales dobles, las fórmulas conocidas 
para las áreas de: a) un triángulo; b) un trapecio; c) un sector circular y 
d) una elipse, 


3. Por medio de la transformación de una doble integral en una inte - 
gral reiterada, demostrar que: 


e 8 
sl a rro=50 [464 y de 
y 


“e 


para una función cualquiera f(x,y) continua en el triángulo limitado por las 
rectas —.y=0, x=a4, y=x (a > 0% 
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e Vi es Ve=y 
Y fa S seno=ja | Sana 
0 0 


para una función cualquiera f(x,y) continua en el primer cuadrante del cir- 
culo *+y=a. 


4, Demostrar que el volumen de un seamento esférico se expresa - 
por la fórmula 


V=we (+=), 
donde r es el radio de la esfera y w la altura del segmento, 
5, Calcular el volumen del cuerpo limitado por el paraboloide elípti- 
a) x* Ñ 
co =5+% y el plano s=4(4>0) 
Respuesta + vable. 


6. Las coordenadas del centro de gravedad de un dominio vlano e con 
una masa uniformemente distribuida, son los valores medios de las fun - 


ciones X,Y; es decir 1 ó 
79 /J.0 270 


Determinar las coordenadas del centro de gravedad de: 
al el semicírculo LEY or y > 
b) el triángulo del cjemalo 2 (P4g.338) 


4 2* 
Respuesta a) (o 3) b! (+ —4) 


CAPITULO XXI 


LA INTEGRAL CURVILINEA O DE LINEA 


l. Arco Simple. Admitamos que las funciones 
x=f (0), y =0 (ft), 2=9 (1) (a<t<b) - (1) 


son continuas en el intervalo [a, b]. . Al conjunto de todos los puntos del 
espacio, cuyas coordenadas (x, y, 24 correspo nden a uno y al mismo va - 
lor de la variable t se le llama arco simple (o abreviadamente - 
arco) si a los diferentes valores del parámetro t correspon - 
den diferentes puntos, o en otras palabras si las igualdades 


HE)I=JF(€), p(6) =p (6), $ (1) =p (4) 


implican que f—*f. 
( 


Los puntos A, B, correspondientes a los valores externos a,b del - 
parámetro t se denominan extremos del arco. Se dice que un arco tal 
une los puntos A y B (Fig. 59). Un arco simple se designa también por 
; i B 


el símbolo AB. 

La representación paramétrica de un arco simple 
por medio de las funciones que satisfagan las condicio 
nes arriba anotadas, se llama normal. 


Ejemplos: 





Son arcos simples: a) un segmento; b) una línea quebrada 44,4,-.-Az: 
sienpre que los segmentos contiguos tengan un solo punto común y que - 
los que no lo sean no tengan punto común alguno; c) un arco de circunfe - 
rencia correspondiente a un ángulo central a, , donde 0<a< 2m); y d) la 


gráfica de una función continua y==f(x), en el intervalo [a, 6] . En el ca - 


so d), el arco paramétricamente se representa asi: 
x=t, y=/f(0), 2 =0 (a <t<b) 


Teniendo una represen tación paramétrica normal cualquiera de un - 
arco simple, podemos obtener de ella un conjunto infinito de otras repre- 
sentaciones. Basta para ello tomar una función contínua arbitrariat=a (s) 


estrictamente monótona en un cierto intervalo[4”, d'] y que tome los valo - 


res a, $ en los extremos de este intervalo. Las nuevas representaciones 
paramétricas serán 
x=fla (s)]=f, (s), y =p [2 (5)1=q, (s), 
=p [a (s)]=9, (s) (a <s<b). 
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Si en el carco AB se considera una dirección determinada, es de- 
cir, si tomamos al punto A como principio y al B como final, se presen- 
tarán entonces dos posibilidades: al punto A corresponde el valor t=a, 
o bient=b. del parámetro t. En el primer caso, diremos que la repre - 
sentación paramétrica concuerda con la dirección escogida y que 
en el segundo, no concuerda. Si la representación no concuerda - 
con la dirección escogida, entonces, haciendo t=—s, , obtendremos la - 
representación concordante: 


x=f(—s)=f, (8), y =p (—s) =p, (s), 
2=Y (—s) =), (s) (—b<s<-—a). 
Ejemplos: 


1, Obtenemos la representación normal del segmento que une los - 
puntos 4(*,,y,,2,) y B(x, y*z,), haciendo, por ejemplo 


x=x, + lx, —xp)4, yJ=3Y, + 01—Y 04 


2=2, | (2, —2,)1 
para 0<tX<1.. Esta representación concuerda con la dirección de A á B. 
2. Obtenemos la representación normal de la mitad superior de la - 
elipse 
pte? + ay! = apt 
escribiendo 


x=ac0st, y—bsint, ¿=0 


para 0<t<r., Obtenemos otra representación normal haciendo, por  - 
ejemplo t=s* , y por lo tanto, 


x=acoss*, y—bsins*, z=0, 0<s<Vr. 
2. Integral de Línea a lo Largo de un Arco. Admitamos 


que el arco simple AB está dado por la representación normal 


x=/f(t), yq (1), 2=p (tf) (a <t< 0) (1) 
y además, que la función (1) tiene derivadas continuas en el intervalo 
[a, 6]. . Tomemos en el arco la dirección de A hacia B y supongamos - 


que la representación paramétrica (1) concuerda con la dirección esco - 
gida. Sea P(x, y, 2) Una función definida y continua en todos los puntos 


del arco AB. Formemos una cortadura cualquiera del intervalo [a, b] 


y designemos con t,=4a<t,<t,<los extremos de los segmentos 4!,, Af, 
que constituyen esta cortadura. 


Tomemos en cada uno de estos segmentos un punto arbitrario 09,, 0,,%?., 


Sean %=/ (to), x,=/(8,), A=/ (4), .. 
5, =P (0,), Es =P (0.), ..., 


=P (0), 2,=2p(8,), ..., 
4 =9 (9,), =$ (0) ... 
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Formernos la suma 
G=P, M1 t,) (x, — Xx) FP En Me E) (A — A JH (1) 

HaciendoF (t) =P[F (t), y (t), $ (t)) escribamos la suma (1) como 

0=F VID) —F UEFA) — SUENE. e 

De acuerdo con el teorema sobre el valor medio, existen puntos Y, Y;, 

para los Cuales tienen lugar las o igualdades: 

Ft) —F (E) =F (9) (t, — (<0, <t,), 

ñ (t) —S de =f (0) (t, o (e, % e il (3) 


He € 
agamos F0)=F(9) +8, F(9 1) =F (0) +58, ... 


Entonces, en virtud de (2), obtenemos 


0=0 HR, (4) 
donde 
=F OBJ (0)4t, +EO0)F DA, (5) 
y R=5,f (0) 4t, 48 f (9) 4t, +... 
Si se designa ahora con Y, al mayor de los números le, l T84h .... 


y con M al valor máximo de 12 función |f'(t)| en el intervalo [a,b], en - 
tonces 


|¡R|< Mnb?, + Must, +... =Mn (0 —a). (6) 
Tomemos una secuencia normal arbitraria (8,) de cortaduras y ae- 
signemos con (G,) la secuencia de las sumas corres »onaientes, torma_ 


das análogamente a la suma G, De acuerdo con (4), para una definición - 
aná loya de las sumas GQ, y R, tendremos: 


0,=0, +Rw (7) 
y, de acuerdo con (6) 
s |R, |< Ma, (0—a), (8) 
Mm 0,1 F07 (00, 


En virtud de la continuiaad uniforme de la función F(t) tendremos ao 2% 
=0, y yor consiguiente, de (8), im R,=0. Por lo tanto 


d 
lim 0,= S EOS 0) dt= í PO, Pl), PIFI. (9) 


El límite de la secuencia (0,) se llama integral de línea de la 
función P(x, y, £), tomada a lo largo del carco AB en la dirección de A a B, 
se designa con el símbolo 


y 26 Y. £)dx, (10) 
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Así pues, obtenemos la fórmula 


1) 
pl Píx, y, a)dx=1 P[F (0, (0, POS (0 at. (11) 


Observación 1. Puedo demostrarse lomitimos la demostración) - 
que el valor de la integral de línea (10) no depende de la representación - 
paramétrica (I) siempre que e£ta concuerde con la dirección escogida en 
el arco. En otras palabras, si el arco AB se diera a través de otra re - 
presentación normal que también concordara con la dirección escogida, . 
procediendo entonces de una manera análoga, obtendriamos el ¡mismo va- 
lor para la integral (10) 


Observacion 2. Si en el arco se toma la dirección de Bá A, en - 
tonces, como se sabe, la representación 


=f(—s) y =p(—8) 2=b(—=sS)  (—bEs<—a) 


es una representación normal del arco ÁB, que concuerda con la direc 
ción de BáA. 


De este modo 


qee Y pa | Pis, e (—s) yal aas. 
Haciendo s=—f,  , obtenemos 

¿ee Y n= 20, 9), PIS (dt. 
Por lo tanto 


¿ee y, £dx=-— | P(x, y, 2)dx. (12) 
da 


Observación 3, Si en el arco AB tomamos un punto arbitrario C, 
correspondiente al valor del parámetro t=ce (a<e<b), » entonces 


y Pts ), 21dx=Í PLF(O, (8, $(01/ (9 at, 


1-1 
ye », 238 PF, e (0, POL (a. 
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Por consiguiente, en virtud de (11) 
! Ple, y 2)dx= ¡ Plx, Y, 2) dxW4- f P(x, Y, 2 dx. 
ÁB ra a 


Observación 4. En la forma análoga se definen las integrales - 
de linea simbolizadas por 


| P(x, y, z2)dy, $ P(x, y, 2).dz. 
ÁB AB 
Para estas integrales se verifican las siguientes relaciones: 


1] 
Al P(x, y, 2 dy=Í PLF O, (0, $0] y (0 at, 


1) 
| Pr, y, 2d =$ PIFO, 9 (0, $ (04 (1) ar. 
ÁB a 
Ejemplos: 
1. Calcular la integral f (x* + y*) dy a lo largo del arco de la hélice 
ÁB 
x=rcost, Y)==rsint, 2=af (0 <t<2n) 
desde A(r, 0, 0) hasta B(r, 0, 2ra). 


Substituímos esta integral por una integral definida ordinaria, toman 
do en cuenta que 


= rco0sf, 


RS 


De esta manera 


2e 
Í (+ y) dy= fr costar=0, 
AB ¿ 


Obtenemos análogamente 


2 
$ (4 y) dx=| —r sintdt=0, 
AB 0 

2e 


' (+ + y”) dz=| r'adt=2ura, 
AB ó 
2. Calcular la integral [ray a lo largo del arco 
x 
x=acost, y=asin! (0<t<3) 


en la dirección contraria a la de la representación paramétrica. 


Tenemos aquí 


7 
$ +0=-/ acos t.acostdt= — -. 
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3. Integral de Línea a lo Largo de una Curva Apbi- 





traria. Admitamos que la_curva C está formada por un número finito - 
de arcos simplesáÁA, Á,A, AA, ... (Fig. 60), Escojamos en estos arcos 
direcciones tales que un punto que sea extremo de - 
dos arcos consecutivos, sea principio de uno y final 

del otro. Admitamos por ejemplo, que hemos rela - 


cionada las direcciones AA, AA, da . Las di - 
recciones de estos arcos nos definen una cierta direc 
ción en la curva. Sila función P(x, y, z) es definida 
y contínua en todos los puntos de la curva C, entende- 
remos entonces como integral de línea de 
Fig. 60 la función P(x, y,z) según la curva C (en una dirección 
escogida), la suma de las integrales a lo largo de cada arco en particular+ 





Así pues, por definición 
Plz, y, 2Jdx= $ P(x,y,2)dx+ NY Píx, y, 2dxmW.. 
e ÁA, A + 
Sea una curva dada por la representación paramétrica 
x=(t), y= (1), z=p1t) (a <1 <0). 


Admitamos que en los intervalos (a, a,), (a, 4,), ... (a<a,<a,<.. .<0) 
estas funciones son continuas, que poseen dentvedas continuaS (unilate - 


rales en los extremos), y que además estas funciones, consideradas en - 
los intervalos (2,4), (2, 645), (8, 8), ..., dan representaciones norma - 


les de los arcos ÁA,, ÁA, A,Á, +...) concordantes con las direcciones selec 
cionadas. Es fácil observar que bajo tales suposiciones, tendremos: 


Db 
S Pe, y, 2)dx=Í PIO, pl), HO (0 at. 


Si en los puntos 4, 4,, ... no existe la derivada f'(f|  , deberá 
interpretarse esta integral en el sentido impropio. 


Caben observaciones análogas para las integrales 


Obviamente, bajo la condición que las integrales en cada uno de estos 
arcos existan. 


350 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


$2 q, 34, 23dy, f(x, y, 2) dz. 
Pa Pa 


Ejemplos. 
1. Calcular la integral 


$ (x + 2y — 2) dx 
AB 


a lo largo de una línea quebrada que una los puntos A(0, 0, 0), C(1, 0, 0), B(1, 1, 

Según lo anterior, es necesario evaluar la integral en el segmento de 
A á C y enseguida en el segmento de C á B, sumando los resultados obte - 
nidos. 


Dado que a lo largo del segmento AC tenemos y=2z=0, , la integral - 
prirnera será entonces una integral definida ordinaria: 


1 
ia ls =>. 


La segunda integral es igual a cero, ya que x es constante en el seg - 
mento CB. 


2. Calcular la integral. 
| (+ y) dx 
AB 


desde el punto A(0, O) hasta el punto B(0, 1) ; 

ala lo largo del segmento que une estos puntos; b) a lo largo de la curva 
formada por el segmento AC que une el punto A con el punto Cit, 0),-y por 
el arco menor de una circunferencia unitaria que una los puntos y B; c) 
a lo largo de la línea quebrada ABC. 


En el caso b), tenemos: 
Vir+yar= | (4 y ax $ (* + y) ax. 
AB AC - CB 


La primera integral es una integral definida ordinaria, ya que y=Ú0 en 
AC. 


Calculamos la segunda integral haciendo 


va 


de 


x=cost, y=sint (0<t< 


de donde 


1. 
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= — sin f. 


Así pues 


1 
Ñ) (A+ a =|xdr=x3, 
c 0 


7 
] 
a E ES ( 4- 3)- 
De aquí que 
Ñ ("+ y) de=-—< Ñ 
AB 
En el caso Cc), de acueruo con lo anterior 
' (+ y) ar. 
AC 


Para calcular la integral en el segmento CB, aplicamos la reyreseita- 
ción paramétrica. 
x=1—t, y, =t (0=<t<1). 


Obtenemos 


1 
Ver+ya=—f ld +at=—2. 
CB , 0 


De csta manera, en este caso 


2 1 5 1 
Je |) di=3—q=— xy 


4. El trabajo Como una Iniegral de Línea. Cormno se sabe 


s1 un punto material se desplaza rectilíneamente desde el punto A(x,, y,, 2,) 


hasta el Bl(x,, y, 2) bajo la acción de una fuerza constante P, paralela - 
al eje OX, el trabajo realizado por esta fuerza se expresará eltonces por 


la fórmula 
L=P(x, —x,). 


Supongamos ahora que las funciones (1) (Pág.345) describen el movi - 
miento de un cuerpo material a lo largo de la curva (C). Supongamos  - 
además que durante el movimiento, el punto experimenta la acción de 
una fuerza que permanece paralela al eje OX, aunque variando en magni- 
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tud. Sea que + (x, y, 2) designe el. módulo de esta fuerza en el punto 
(x, Y: 2), que se halla en la curva (C). Formemos una cortadura arbitraria - 
3 del segmento [a,b] con los puntos a<t,<t,<.:., a los que en la - 
curva corresponden los puntos A, A,,»A,, ... Cuyas coordenadas son res- 
pectivamente(Xo, Ya 2), (X,) Y 21), -.. 
Las expresiones 
Ple Ys ED — 4), PE Y 2) (A — 1), +. 
representan los trabajos efectuados en los segmentos A,A,, AJA, ..., 
por las fuerzas constantes Plx, Yo 2), P(X, Yy EA respectivamen 
te. 
De esta manera, a la suma 


G=P(x,, Ye 2,) (x, — Xx) +P1(X,, Y. 2,) (x, —x)+ ... 


Puede considerársele como un valor aproximado del trabajo realizado  - 
por la fuerza operante. 


Dado que para cada secuencia normal .(8,) de cortadura la secuen- 


cia correspondiente (0,) de las sumas tiende a la integral de línea 


y P (xy, 24%, 


entonces, intuitivamente, diremos que la anterior integral da la magnitud 
del trabajo realizado por la fuerza variable P(x, y, gy alo largo de la cur 
vac. 


Observación. Si la fuerza variable lo es en módulo y en dirección, - 
designando entonces con  P(x, y, 2), Q(x, y, 2), R(x, y, z) sus proyecciones - 


sobre los ejes coordenados,determinamos el trabajo realizado por la  - 
fuerza a lo largo de la curva C, por medio de la fórmula 


L=1 Pr, y, 2) 4x4 $04, y, 2) dy Ef Ríx, y, 2) dz. 
Cc 


Usualmente, se escribe en la forma abreviada siguiente: 


L=| Pe, y, 2)dx + Q(x, y, 2) dy FRI, y, 2) dz. 
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Ejemoplo. 

Calcular el trabajo efectuado por una fuerzaconstantetanto en magni- 
tud como en dirección, por ejemplo la fuerza debida a la gravedad, al - 
desplazarse un punto a lo largo de una curva dada. 

Haciendo coincidir la dirección positiva del eje/Oz con la dirección - 
de la fuerza (lo que es siempre posible, escogiendo convenientemente el 
sistema de coordenadas ) tendremos: 

P(x, y, 23 =0Q(x, y, 2)=0, — R(x, y, 2)=c, 
doncáie c es una constante positiva. 

Si la curva esta dada en forma paramétrica 

x=%f(t), y=q(), 2=p(t) (a <t <P), 


y el movimiento tiene lugar en una dirección concordante con esta repre- 
sentación paramétrica, obtendremos entonces 


B 
L=4 caz=f cy (1) dt =c[9 (8) —$(a)]. 
Cc a 
Designado el principio y el fín de la curva con (x,, y,, 2) y (1 Ya 2, 
encontramos 
L=c(2, —2,). 


Vemos, que en este caso, el trabajo no depende de la trayectoria, si- 
no únicamente de la diferencia de niveles medidos según el eje OZ. 


5, Curva Cerrada. Una curva formada por dos arcos simples - 
que posean solo extremos comunes, se denomina curva cerrada - 
simple. 


Tales son, por ejemplo, la circunferencia, la elipse, el triángulo, el 
polígono, etc. 


Una curva cerrada simple puede darse también por medio de una re- 
“presentación paramétrica: 


=f), y=9() 290, — (6<t<D, 0) 


en la que las funciones  f(t), (0,9 (t) son continuas y satisfacen las - 
siguientes condiciones 


1) f()=F (0), p(a)=4(0), (a) =4 (0); 


2) si para dos valores distintos f,¿ del parámetro se cumple 
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HOJ 16), e (6) =p (6), Y() 4 (8), entonces £=a, P=b, 9 dien E =6, f=a, 


.En otras palabras, en la representación (1), a cada punto de la curva, 
con exclusión de uno de ellos, corresponde solo un valor del parámetro. 
Al punto excluido, le corresponden dos valores del parámetro t, a saber 

t=4a y t=b. . A una representación hecha con funciones que po - 
sean las propiedades indicadas, se le llama normal. 


Consideremos algunas propiedades importantes de las curvas cerra 
das simples planas. 


, a), Cada curva de este tipo divide al plano en dos dominios, de los - 
cuales, uno (limitado) ú se llama dominio interior de la curva C, - 
y el segundo (ilimitado) 4” se llama dominio exterior de la curva C, 
la curva C es la frontera de los dominios , u”. 


b). Dos puntos cualesquiera del dominio » lodos cualesquiera - 
del sv) pueden unirse por una línea quebrada que no posea puntos co- 
munes con la curva C. 


1 Cc). Cada arco simple, uno de cuyos extremos se halle 
= en el dominio  p, yelotroen y, , corta a la cur- 
M 
va C, 


Fácilmente verificará el lector en una forma intituiva 
estas propiedades para la circunferencia, el triángulo 
e y el polígono. En el caso general, su demostración es 
compleja, por lo que la omitiremos. 

Fig. 61 

En una curva C pueden escogerse dos direcciones. Si la curva C, es 
plana, a una de ellas se le llama izquierda yala otra derecha. 
Suponiendo que, con exclusión de algunos puntos, la curva C posea tan - 
gente, es entonces posible caracterizar la dirección izquierda de la si- 
guiente manera. 


En un punto arbitrario M de nuestra curva trazamos el segmento MB 
perpendicular a la tangente en este punto, encontrándose este segmento - 
lexcepto el punto M) totalmente dentro del dominio limitado por la curva 

(Fig. 61).Siel vector 375 mB forma con la dirección de la tangente (que con» 


e T . . 
cuerda con la de la curva) un aúígulo +3» , entonces la dirección esco 


gida en la curva será izquierda. La conveniencia de esta dirección con- 
siste que al avanzar a lo largo de la curva en la diresción izquierda,  - 
tendremos un dominio limitado por la curva por el lado izquierdo. 


Si la curva C está dada por una representación normal, esta repre - 
sentación puede ser entonces concordante o no concordante con la direc- 
ción tomada en la curva. Si la dirección es no concordante con la direc 
ción adoptada, entonces, haciendo f=-s, obtendremos una representa - 
ción concordante (ver Pag. 345) 
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Ejemplos. 
1, Haciendo 
x=acost, y=bsint (0<1f< 2m), 


obtenemos la representación paramétrica normal de la elipse: 


y e 
E Ls 
concordante con la dirección izquierda. 


2. La representación normal paramétrica del cuadrado con vértices - 
en (0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1)puede darse por ejemplo, asi 


Y 


x=, y=0 para 0<t<!l; 
x=1, y=t—1 Para ¡<t<?%; 
x=3—t, y=1 para 2<f<3; 
x=0,  y=4—t para 3<t<t. 
Es fácil verificar que las funciones de este modo definidas 


«=f(t) y=0M 


son continuas en el intervalo [0, 4] y que satisfacen las condiciones 1) y 
2). Cuando t crece de cero a cuatro, el punto  (F(t), p(t)) recorre el cua - 
drado en la dirección izquierda 


pasando por cada punto solo una vez (con exclusión del punto (0, 0)). 


Substituyendo en estos ejemplos á t por -s obtenemos rep resentacio - 
nes normales concordantes con la dirección derecha, 


6. Integral de Línea a lo Largo de una Curva Cerra 
da. Admitamos que la curva cerrada simple C está dada por la represen 
tación paramétrica normal 


x= (t), y =p (0), 2=0Q1t), a<t<b, 
Supongamos que en los intervalos 
(a, 2), (8,2), ...[a<a, <a <...<b] 
las funciones dadas poseen deri vadas contínuas (unilaterales en los ex - 


tremos), Sila función P(x, y, 2)es definida y contínua en los puntos de la 
curva C, entonces de acuerdo con el parágrafo 3 


b 
Ñ P(x, y, 2d | PY O, 90, PO 0 at, 
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dependiendo el signo de que la integral se tome concordantemente con la 
representación paramétrica de la curva C o en la dirección contraria, 


Si en la curva tomamos dos puntos arbitrarios A y B (Fig. 62), enton 
ces, haciendo que los arcos AmB y ÉnA tengan direcciones concordantes - 
con la dirección escogida en la curva, podrá escribirse 


$ See, y,2)dx = $ P(x, y, 2)dx + FL, 2) dx. 


8 ámb ÉnA 


7, Integriles de Línea a lo Largo - 
de Curvas Planas Cerradas. Sean, , 
dos curvas cerradas planas cuya parte común sea 
solo el arco simple AB (Fig. 63). Adrriitamos ade- 
más que los dominios interiores 0, y w.,, limitados 
por las curvas C, y C.w no poseen puntos comunes. 
Supongamos que la curva €, esté formada por los 
arcos £, y AB, y la C, por £L, y 4B.. Los arcos L, 
y L, forman una curva cerrada simple €, que limi 
ta al dominio «w, ,el que a su vez contiene a los - 
dominios e, y %. Si en las curvas C, y C, se eli- 
ge la dirección izquierda, las direcciones de los - 
arcos Ll, y L, en T serán concondantes con su di- 
rección izquierda. Puesto que el arco AB tiene en 
las curvas C,,C, direcciones contrarias, ent.nces 





Fiz.03 1 qe! P(x, y dx + FP, y)dx, 
AB 

e yde $ P0 y)dx+ | P(x, y) dx. 
" BA 


Por consiguiente, 


$ Pu nds [Ptas =$ Pte nas j Pre yá, 
Así que 
Y P(x, yrax= Pix, y ax + | Px, y) ax. 
Cc C G 


Admitamos que la frontera C del dominio vw está formada por varias 
curvas cerradas simples C,,€,,C,.... (Fig. 64) Se llamará dirección iz-- 
quierda de la curva C, respecto al dominio vw a la dirección tal, que al 


recorrer la curva C, tengamos al dominio e ala izquierda. Así pues, la 


dirección izquierda respecto a un dominio, depende de que éste se halle - 
dentro o fuera de la curva cerrada dada. Por ejemplo, para un dominio 


comprendido dentro de dos circubferencias concéntricas, la 
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dirección izquierda respecto al dominio en la circunferencia interior, se 
rá contraria a la dirección izquierda a la circunferencia exterior. En - 


forma análoga se define la dirección izquierda respecto a  .Benlas “2 
curvas C., Ca... 


Torremos en cada una de las curvas — C“sls-.. dirección izquierda 
respecto a 4 


Se llama entonces integral de línea to - 
mada a lo largo de la frontera C en la direc 
ción izquierda, a la suma de las integrales 
tomadas a lo largo de las curvas C,Cj,..... 
len la dirección izquierda respecto a y 





$ Pos y) dx= 
=| Pe, yd + | Ple, y) dx +... 
C, Ca 


Consideremos el siguiente teorema: 


Si un dominio cerrado y  €sla suma de dos dominios ce- 
rrados 0, O, que no poseen entre sí puntos interiores comunes, 
entonces, suponiendo que las correspondientes fronteras C,C,,T, 
estén constituidas por un número finito de curvas simples cerradas - 
(Fig. 65) , podrá escribirse 


$ Pe, )d:=) P(x, y) dx + $ P(x, y) dx. 
. G 


Las integrales se toman en una misma dirección - 
respecto al dominio. Esta última relación es clara intuitivamen- 
te, si observamos que cuando un cierto arco pertenece a (, entonces O - 
pertenece solo C,, o solo €, con la misma dirección que en C;si por - 
el contrario, un cierto arco, no perteneciente a C,pertenece a C,,perte- 
necerá necesariamente aC,, pero con dirección 
contraria en C,. 

8. Teorema (Fórmula) de Green. - 
Sea .«* un dominio normal definido por las de 
sigualdades: 





Fig. 65 a<x<b,  f, (<y<f, (x), 
donde /,(x) Y f,(x)son funciones continuas en [a, b] .Sea 
P(x, y) una función dada definida y contínua tanto en el 
interior como en la frontera del dominio ». Supon 
o0P 
gamos además que la derivada dy es acotada y contínua 
en todo punto interior del dominio e . Tiene lugar entonces la si -- 


guiente relación 
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fee, na == || 5 de, (1) 


donde C es la frontera del dominio  , y la integral se toma en ladi - 
rección izquierda. 


Demostración. Es fácil ver (observación 2, Pag. 347) que 


b b 
$ P(x, y) dx = f2Le, F.(0] dx —f P[x, f, (x)] dx, (2) 
Cc a a 
y 
b fa (x) 
9 9P 
[2 ao =/ j ay Pd. 
w a f(x) 
ya que 
Fx) o 
ay Y =Plx, FO] —P Lx, £, (<)] a1na a<x<0ob, 
PU 
entonces 


e 
55 e=/tP os, 001 Pb, £, (0) az. (3) 


Igualando (2) y (3), obtenemos: 
[ee y dr =-= Saa 


Se supone que el dominio Puede dividirse en un número finito 
de dominios %:: %s»»++» normales respecto al eje OX, la fórmula (1) es vá 
lida también en este caso. 


En efecto, designando con C,, C,, .:. las fronteras de los dominios 
%,) %; , obtenemos, de acuerdo con. el teorema que conocemos (Pag. 


JP na =f Pr, yrax ql Plz, y) d+... 
ñ C 


Aplicando solo el teorema demostrado, hallamos 


[rta E ps 


Por consiguiente 
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pe ydx=— OS 


Bajo las suposiciones correspondientes respecto a la frontera del do- 
minio .w y respecto a la OA 2), encontramos, procediendo 
en forma análoga a lo anterior 


fa Q(, n= 


Reuniendo ambas ia abtenemos 


pee y) dx +Q(x, ra 55027) 0. 


Esta fórmula contiene a las dos anteriores como casos particulares 
(para Q=pg, respectivamente) y se denomina Fórmula de - - 
Green. Ñ 


Ejemplo. Aplicando la fórmula de Green a la integral 


| (2: —3y )ax + lx y) 49, 


donde C denota una circunferencia unitaria, recorrida en la dirección - 
izquierda, obtenemos 


P(x, y) =2x —3y, Q(x, y) =x —y, 
oP 


— == — == 1 


oy" ; 0x 
Por consiguiente 


Sax—3ay d+ (y dy =1) 4ds = 4. 
Cc w 


Es fácil verificar este resultado calculando directamente la integral : 
dada. 


9. Aplicaciones del Teorema de Green. El teorema de - 
Green es uno de los teoremas fundamentales de la teoría de las integra- 
les dobles. Sus aplicaciones son de particular importancia en la Física 
Matemática. 


El valor fundamental del teorema de Green radica en que permite - 
expresar una integral de línea por medio de una integral doble e inver - 
samente. 


Indiquemos aquí algunas de las consecuencias inmediatas. 


1. Designando con C la frontera del dominio  p,: y con A su área - 
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al hacer 


P(x, Y) ==), dy , 


encontramos 


Haciendo además 


Q(x, y)=x, Z=1, 


obtenemos 
S xdy= 5 do = A. 
C w 


Por lo tanto 


A=>3 | (ray —yax). 
Cc 


Las integrales se toman en la dirección izquierda. 
2.Designemos con u>? un dominio contenido en el interior de una - 
curva cerrada C. Sean P(x, y) y Q(x,Y) funciones acotadas y contínuas den 
tro de 'e con derivadas parciales > y pa acotadas y contínuas - 
x 
también dentro de . Demostremos el siguiente teorema. 


Teorema. Para que cualquier curva cerrada Cc, ubica- 
da dentro de uu ,tenga lugar la relación, 


Pa, yrax+ Qt, y) dy =0, 


es necesario y suficiente que en cada punto (x, y) del dominio “u se 
verifique la igualdad. 

9P__0Q 

dy dx* 


Supondremos que en la curva cerrada C'es aplicable el teorema de - 
Green. 
Demostración. Suponiendo que 
oPp__.0Q 
dy dx” 


obtenemos, de acuerdo con la fórmula de Green 
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[Pt par 00 y) dy= 35) 1-0, 


lo que demuestra la suficiencia de la condición. 


Admitamos ahora que para cada curva cerrada simple C' tiene lugar 
la relación 


Sea, yYdaxH+Q(x, y) dy =0, 


4 
De aquí se desprende, de acuerdo con la fórmula de Green 


[5(2 Saro 


Sea que la proposición del teorema no se cumple, de tal suerte que 
en un cierto punto  (x,, yy) Jel dominio «+ tengamos, por ejemplo. 


=a >0, 


. l 0Q op 
En virtud de la continuidad de la función dx dy  Sseencuentra un 
círculo suficientemente pequeño K con centro en el punto (*,, y) ,en - 
cada uno de cuyos puntos se cumple la desigualdad . 


0 O0P= 1 
di Te 


00 (%o, yo) eE OP (Xo, yo) 
0x dy 


Entonces 
(53) > 3.1x1> 0 


(Con ¡kí. se designa el área del círculo K). Pero esto contradice - 
la relacion (1), válida para cada dominio +  ,esto es, para cada circu 
lo K. 

Procedemos análogamente para a<oO, 


Observación. Admitamos que para cada curva cerrada simple C', - 
bicada dentro de —,. tengamos 


Ñ P(x, y) dx +-Q (x, y) dy =0, 
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«Bajo una condición tal, puede afirmarse que 
si dos puntós cualesquiera A y B del dominio Y 
se unen por el arco AB, ubicado én entonces 
la integral 





Y P(x, y) dx + Q(x, y) dy 
dB 


Fig. 66. 


no depende del arco ÁB,. sino solo del punto inicial Á y del final B. En - 
otras palabras, esta integral tiene un valor y solo uno en todos los arcos 
que unan al punto A con el punto B. 


En efecto, unamos los dos puntos A y B por medio de dos arcos AmB' y 
AnB3 (Fig. 66), que no tengan puntos comunes, excepto A y B. Consideran 
do la curva cerrada AmBnA,tenemos 


Í Plx,y)dx + Q(x,y) dy =0, 
AmBnA 


por consiguiente 


| Pr ya +04 Í Ple dr + Qls yy =0 
Bn . 


AmB 


así que 


5 Pa y) dx4Q(x, y dy= | Plx, yjax + Qe y dy. (2) 
AnB j 


Admitamos ahora que los arcos 4AmB . . ÁnB tengan, además de los puntos 
A y B, un número finito de puntos comunes aislados de ambos arcos. De- 
mostraremos que la fórmula (2) sigue siendo válida en este Caso, 


En eléct; designando conP, Q, .,., R, Sdenadamente los puntos aisla- 
dos y los extremos de ambos arcos (Fig. 67) observamos fácilmente que 
en virtud de lo ya indicado, las integrales de línea, tomadas en los tra- 
mos AP, PQ, ...Jel arco AmB,, son respectivamente iguales a los tomados 
en los tramos correspo ndientes del arco 4nB: 


Por lo tanto 


Glee 


AmB AP PQ n 


La fórmula (2) es válida también cuando los - 
arcos AmB_ y AnB'posean un número finito de - 
puntos comunes. Sin embargo es en este caso 
difícil la dernostración, que omitiremos. 

El lector fácilmente observará que, al contra- 
rio, de la suposición, la integral 
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) P qx, y dx + Qe y) dy 
B 


de 


no dependen del arco AB, sino solo de los puntos inicial y final, de - 
donde se sigue que para cada curva cerrada C*', tendremos: 


| P(x, y) dx + Q(x, y) dy =0. 
C* 


Admitamos, como antes, que -o: es la porción interior del do--- 
minio limitado por la curva cerrada C, Sean P(x,y) y Q(x, y) funcio- 


. : ñ . %P de 
nes definidas y continuas en e 'con derivadas parciales dy Y ¿x' con- 


tinuas también en «,' Bajo estas condiciones, demostraremos el si- 
guiente teorema: 


Teorema. 2. para que exista la función V (e, y), 
definida en vu tal que P(x,y) y Q(x,y) sean sus deriva 
das parciales respecto a X, y, respectivamente, es 
necesario y suficiente que en cada punto del domi- 
nio. 4' se cumpla la igualdad 


o9P__0Q 
dy "Ox" 


Demostración, Demostramos que era necesaria en la Pág. 176.- 
En efecto, si 


dv vo. 
e =P lx, y) 'y dy — QU, y), 


entonces oP_ eV _2Q 


Oy 0x0dy 0x' 
: Vo 
Para la demostración de la suficiencia, admitamos que en el do- 
minio % se cumple la condición 
oP__0Q 
dy 0x (3) 
En virtud de la observación en la Pág. 361, el valor de la integral 


Ñ Pqe, y) dx + Q(x,y) dy 
A 
no dependen del arco AB, sino únicamente del punto inicial A y del - 
final B. 
Obtenemos la función V(x, YY de la siguiente manera. Tomemos- 
en € un punto cualquiera A(X, yy). Determinamos el valor de la -- 
función V(*,Y) en un punto arbitrario B(x,Y) del dominio “% haciendo 
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Viy)= | Plz yrar+Qte yrdy; Vx y)=0, 
AB 


donde AB es un arco arbitrario que une los puntos A y B. Para la deter- 
minación de las derivadas parciales de la función V(x, y) , observemos 

que si el punto C del dominio u posee las coordenadas (x+%A,y)  , 

entonces 


Víe+h, y)= | Ple, y) dx + Q(x, y), 
ABC 


donde el arco ABC está formado por el arco AB y el segmento rectilí - 
neo BC, paralelo al eje OX. 


Por consiguiente 


V(x+h, y)= $ Pax +Qay + Pdx+Qay*) 
ÁB C 


y 
V(íx+A y —V(x, 1 
erA NY y 7 | Par+- 00. 
Puesto que 
x+h 
| Pax + Qay=f PB dx, 
BC x 
entonces 


x+4 


LEA ol Pla y)do. 


De quí que, en virtud del teorema sobre el valor medio (Pag.272) 


VEF An VEN —p(404,y)  (0<9<1. 





Tomando en cuenta la continuidad de la función P(x, y), obtenemos: 


ov 
2, 3). 


Se demuestra análogamente que 
ov 
dy — Q(x, y). 


Observación. 1. Puede demostrarse que, bajo las condiciones del - 
teorema anterior, la función Y (x, y)» está definida con exactitud hasta - 
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una constante arbitraria. Basta, obviamente, demostrar que la función 
V (x, y) satisface dentro del dominio e  , limitado por la curva C, - 
las condiciones 


ov = Ll = O, 
0x y oy 


entonces 


V (x, y) = const. 


En efecto, uniendo dos puntos cualesquiera A y B del cominio o 
por medio de un arco simple, ubicado completamente en w, obtene - 
mos: 


AV If), ¿(010 e v, 
a OA =0, 
donde x=f(f), y=p(f)— constituyen la representación normal del - 
arco AB, 
Así pues 


VIF (0), q (£)] =const. 


De aquí se sigue el valor de la función V (x, y) en el punto A es - 
igual a su valor en el punto B. 


Observación. 2. Los resultados últimos son análogos al teorema - 
sobre la existencia de la función primitiva para una función continua - 
de una variable. 


Efectivamente, hemos demostrado que bajo determinadas condicio- 
nes, existe una función que posee una derivada dada y que dos funcio - 
nes tales, difieren entre sí solo en una constante. 


Ejemplos. 
ll.” Las funciones 


Plx,y=x"+y,  — Q(x, y)=0 


no satisfacen a la condición de nuestro teorema, ya que 


o... 1 
y!» y dx 0. 


Como nos hemos cerciorado ya (P4g.250,ejemplo 2 , la integral de 
línea $20, y) dx +Q(x, y)dy Puede tomar diferentes valores para dis- 


tintas curvas que unan dos mismos puntos. 


2. Para 


P(x, y) =x +), Q( y) =x—y* 


366 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


tenemos 
9P_9%0_1, 
dy Ox 


Por lo tanto, existe la función V (x, y), para la cual 
ov OS 
HE =* +» a Ys 
De la primera ecuación se sigue que 


Vi) =3 0 +1 490) 


donde Py) — es una cierta función de la variable y. La determinamos 
por medio de la sezunaa ecuación 


ov a 

y Pe y) =x-—y?, 
de donde ! 
CU=-= NM=—3+C, 
donde C es una constante arbitraria. 


Finalmente. 1 1 
V (x, Y=I3P HEY ad +C. 


CAPITULO XXI 


TRANSFORMACIONES CONTINUAS. 
CAMBIO DE VARIABLES EN LAS INTEGRALES DOBLES 


ALTransformaciones, Si a cada punto A de cierto conjunto E*' le co- 


rresponde un punto B de otro conjunto B, y cada punto del conjunto B, Cco- 


rresponde por lo menos a un punto del conjunto E, se dice que existe una 
transformación univaluada definida del conjunto E sobre el 
conjunto E,» 


El conjunto B, se llama imagen del conjunto E. Puede ocurrir que 


este conjunto esté parcial o totalmente contenido en E, o que coincida con 
él. 


Ejemplos. 


l. Sea que el conjunto E es un círculo de radio r con centro en O, A ca- 
da punto Á del conjunto E, le hacemos corresponder en el punto medio B 
del segmento OA. La imagen del conjurivo E será un círculo de radio ¿jr y 
concéntrico con el primero, - 


2. Sea E un triángulo cualquiera. A cada bunio del conjunto E le hace- 
mos corresponder su "Proyección Sobre el eje OX, La imagen del conjun- 
to E será un segmento alojaúo sobre el eje OX, 


Si al punio A de coordenadas X, y, corresponue un punto KB de cooraena- 
úas xXx; y; entonces la ¿ransformación se define mediante dos funciones da- 
das 

x=!f(x, 3) y =P (x, y), (1) 


definidas en el conjunto E, las Cuales dan la posibiliaad de encontrar las 
coordenadas de B a través de las coordenadas de A, 


Ejenuiplos. 
3. Sí en el ejemplo 1, del número P , el centro O tiene las coordena- 


das P, 4, entonces la transformación se determina por las funciones 


»__X+P yJ+4 
— 2 2 . 


x , y 


4. La transformación en el ejemplo 2 se determina por las funciones 
"=X, y =0. 


5. A cada punto É£. (x, y) del conjunto E le hacemos corresponder el pun- 
to B (x%, y), cuyas coordenadas se determinan por :as funciones 
x =xco0osa —ysina,  y'—xsina +] y cosa. 





+) Supondremos que los conjuntos E y E, son planos, aunque esta restric- 
ción no es necesaria. 
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La imagen es el conjunto que se obtiene girando el conjunto E un ángulo 
en torno al origen de coordenadas. 


2. Transformaciones Continuas. Transformaciones Biu- 
nívocas. Si las funciones (1), que definen la transformación, son conti- 
nuas, entonces la transformación también lleva el nombre de continua. 


Las transformaciones dadas en los ejemplos 1 á 5 son continuas. 


Si a dos puntos diferentes del conjunto E corresponden siempre dos pun- 
tos diferentes del conjunto E,, entonces tal transformación se dice que es 
biunfvoca,. (correspondendia de úno a uno). * 


En los ejemplos l y 5 las oi ions son biunívocas. En el ejem- 
plo 2 tenemos una trarsformación que no es biúunfvoca, 
Sea que un conjunto E se transforma biunívocamente sobre el conjunto E, 


Si A es un punto arbitrario del conjunto E y B es el correspondiente punto 
de E.» le corresponda aquel punto A del conjunto E, cuya imagen es el pun- 


to B, se llama transformación inversa. 

Para determinar las funciones que definen la transformación inversa, 
es necesario resolver las ecuaciones (1) con respecio a x, y. 

Si la transformación del conjunto E sobre el conjunto E; es biunivoca y 


continua, y -si la transformación inversa también es continua, se dice que 
la transformación del conjunto E, sobre ei conjunto E » es mutuamente 
continua. 


Frecuentemente se dice, para abreviar, que el conjunto E, es la imagen 
continua (biunfvoca) del conjunto E. 


Ejemplos. 
1, La transformación inversa para el ejemplo 1 (ver también el ejemplo 
3) se determina por las funciones: 
x=2x' —p, y=?2y —q. 


2. La transformación inversa pura el ejernmplo 5 se determina por las 


funciones: | 
x=x' cosa + y sina, y=y'cos.a —x' sin a. 


.3. Las transformaciones dadas en los ejemplos 1 y 5 son mútuamenie con- 
tinuas. 
Demos ahora alszunos teoremas sobre las transformeciones coniinuas y 
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biunivocas (omitiremos las demostraciones). 


Teorema l. La transformación continua y biuniíivoca de 
un arco simple (curva cerrada) es también un arco 
simple (curva cerrada). Tal transformación es mutua- 


mente continua, 


Teorema 2. La transformación continua y biuníivoca de 
un dominio también es un dominio, 


Teorema 3. La imagen continua y Biunivoca ace una cur- 
va cerrada simple C y de un dominio e, alojado en el 
interior de esta curva, es una curva cerrada simple C 
y el dominio ov, que está dentro de ella. En esta trans- 
formación la imagen de la curva C será la curva C” y 
la imagen del dominio e es el dominio *. Tal transfor- 
mación es mutuamente continua. 


3. Determinante Funcional (Jacobiano). Si las funciones 


x—=f(x,y), y'=9(x,y), 


definidas en la vecindad de (x, y), vienen derivadas parciales de primer or- 
den en este punto, entonces la ia 


F5 (x, y) f, (x, y) 


Lale, Y) By (Y) — Sy (%, Y) Qu (o, y) = Ple y) po (x,y) 
y 


se llamadeterminante funcional o jacobiano de estas funciones. 
El jacobiano se represente por el símbolo: 
Dix”, y” DÚ, y 
Dry ” Dimy" 
Ejemplo l. Si 


= Fr COS p, y="sinp, 


DA A AE" 


Demostremos ahora el siguiente teorema: 


entonces 


Teorema. Si las funciones xX=f (x, y), y =9 (x, y). 


continuas en el dominio vu tienen derivadas parciales 
continuas entonces para todo punto (lx, y), en el que el 
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y . .D(x', y E 

jacobiano Do, es diferente de cero, se puede ele- 
gir una vecindad tal de dicho punto que la transforma- 
ción definida por estas funciones sea biunívoca en la 
vecindad elegida?), 





Demostración. Sea que en el punto 4A(*. Ys) el jacobiano es diferen- 
te de cero, esto es, 
Lillo, y) Y (Xo. y) —H; (Xo, Yo) Qx (Xo, Yo) JE O, (1) 


Aceptemos, contrariamente al teorema, que en toda vecindad del punto 
A se encuentren dos puntos distintos 4'(x, y), B'(x+4A, y+£), para los cuales 
se satisfacen las relaciones 


Hath, y HRW (03) PH y =p 0 y). (2) 
Tomemos la secuencia de círculos , con centros en el punto A(x,, y.) 
y con radios fr, ),lque tienden a cero. Según lo supuesto, en cada uno de es- 
tos círculos se encuentran dos puntos diferentes 4£(%. Ya) Ba (%a FAm Ya ER), 


para los que tenemos: 
=J/ (Xa, Y)» 
AR 
Según el teorema sobre el valor medio tenemos: 
Fla Es Y ER) Fs Y) == Mi En Mn) E Ly (Ens in) =0, 
PAL Hno Ya En) — 9 po Jn) = M9 Eno Mn) $ Any (Eno 95) =0 
(ver P4g.188), donde 
E, =%, HO fps Me =Ya Eno E 0 Ano 
n=, +95f, 0<0,<1, 0<0,<1. 
Por cuanto h, yk, PO son simúltáneamente nulas, entonces del anterior 


sistema de ecuaciones homogéneas se desprende que 


Le Emo 00) € En» 95) — Lo Ens 010) Pu En» 1) =0. (3) 


Como 
limr, =0. 
RT 


tendremos 
limx, = Xq» A lim y, = Y» 
no n=00 
lim A, =0, lim Ra =0. 
n-0 n- $00 


Pasando al límite y tomando en cuenta (3) y la suposición de que las de- 
Privadas parciales son continuas, obtenemos: 


+) Puede demostrarse también que nuestra transformación también es mú- 
tuamente continua en este vecindad, 
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Laos 90) Py (os 0) Sy (gs Y 0) Pi (o 34) =0. 


Pero esto contradice la relación (1). Por consiguiente, existe cierta - 
vecindad del punto se yo en la que la transformación es biunfívoca. 


Ejemplo 2. 


Sea dado el sistema de ecuaciones 
f(x, y) Y =9(%, y). 


donde las funciones f(x, y), 9 (%, y) son continuas y poseen derivadas parcia 
les contimuas en la vecindad del punto e "Yo ) en el cual el jacobiano es 
diferente de cero, y sea 


Fo, Y) =2, Y (Lo, yo) =b. A 


De acuerdo con el último teorema, existe un círculo K, con centro en 
el punto xo» yo) en el que la transformación definida por las últimas ecua 


ciones es biunivoca y continua. Según el teorema 3 (Pág. 370) la imagen - 
del círculo K será cierta curva cerrada C y el dominio e estará dentro de 
esta curva, a la que, en particular, pertenece el punto (a,b). La transfor- 
mación es, además mutuamente continua. De esta manera, si (a. b,) es - 


un punto arbitrario dentro de la curva C, entonces en el interior del cír-- 
culo K existe solamente un punto que satisface las ecuaciones. 


f(x, y)=4, Q(%, y) 0; 


Este punto varfa continuamente junto con (a. d, ), 


Observación 1. 


Si el jacobiano es diferente de cero en todos los puntos del dominio fp 
entonces la transformación en una cierta vecindad, de cada punto de este 
dominio es buinívoca. Puede, sin embargo, suceder que la transforma --- 
ción no sea buinfívoca en todo el dominio. 


Tomemos, por ejemplo, la transformación definida por las funciones: 
x' —=e* cos y, y e" sin y (—o00<x, y< +00). 


El jacobiano de estas funciones es igual a e**' , y por consiguiente, siem- 
pre es diferente de cero. No obstante, para x= 0,y=0;x.=. 0, Y =2* 0b- 
tenemos x“= 1, y”= O, así que la transformación no es biunívoca. Además, si 
en algún punto el jacobiano tiende a cero, entonces, a pesar de ello, la trans 
formación.en la vecindad de este punto puede ser buinivoca. Asf la trans- 
formación definida por las funciones 


X=x, y=y — (—00<x, y< +00), (1) 
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es biunívoca; la transformación inversa se define por las funciones 


=Yx, y=VY. 
El jacobiano de la transformación (l) es igual a  —9x*y* y por consiguien- 
te igual a cero, parax=0óÓ y =0, 


Observación 2, Acepternos que las funciones 


Y—=f(x,y), y =Q(x, y) 
sean continuas en conjunto con sus derivadas parciales de primer orden, 
en un dominio conexo (ver P4g.167), Si se supone que la transformación, 
definida por estas funciones, es biunívoca puede demostrarse que el jaco- 
ciano es =0 o donde quiera <0. 


Omitiremos la demostración. 
Ejemplos. 


3. Jacobiano de la transformación lineal 


X=0x+by HC, y=0x+4by-k<, 
es igual a 4b,—apb,. , Si éste fuera diferente de cero, entonces, como se 


sabe de la teoría de las ecuaciones lineales, el sistema podría resolverse 
con respecto á x y á y obteniéndose ecuaciones de forma análoga. Tenemos, 
pues, una transformación biunívoca y continua de todo el plano OXY sobre 
todo el plano O”X “Y” Si el jacobiano ( que en este ejemplo no contiene a las 
variables x, y) es igual a cero, entonces, corno se sabe de la Geometría A- 
nalítica, laimagen del plmo OX Y será una recta o un punto. En este caso 
la transformación es continua pero no es biunfívoca. 


4. La iniroducción de coordenadas polares 
x=rC08p, y=rsinp, 


puede considerarse como la transformación del plano de las variables r, 
sobre el plano OX Y, El jacotiano de esta transformación es igual, como se 
sabe á r (ver Pág.370), Para r += 0y arbitrario obtenemos x = 0, y = 0, 
esto es, todos los puntos de la recta r = O convergen al origen de coordena- 
das del plano OXY, En la vecindad del punto (r, y) en la cual rxX*0,, la 
transformación es biunivoca y la transformación inversa se da por: 

Xx 


e RE RT : 
r=Vx+y q=arcsin + arcos 








donde la elección del signo de las raíces así como los valores del £ngulo 
se determinan univalentemente de. acuerdo con la continuidad de la itreansfor- 
mación, 


Como los puntos (r,¿h y (1, ¿+2m)%Í , donde n es un número entero arbi- 
y : 
trario, corresponden a uno y al mismo punto del plano CX Y, entonces cada 
uno de los puntos de este plano es la imagen de un conjunto infinito de puntos 


del plano (Í”. $). 


En las aplicaciones es frecuente que se tome  r=0,y un ángulo q condi- 
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cionado 0<pP< 27. Se comprueba fácilmente que la imagen, biunivoca y con- 
tinua, del dominio interior de un rectángulo, definido por las desigualdades 


0<r<a, 0<p<?n, 
es el dominio obtenido de la interioridad del círculo y? +y <a eliminando de 
ella el segmento del ese O<x<a, y=0. 


5. La transformación 
X=xHJy, Y =XM 


es continua pero no biúnivoca en todo el plano OX Y, Efectivamente, a los 
puntos lx, y) y [y, x) simétricamente dispuestos con respectoa la recta y = x, 
diferentes en general, corresponde uno y el mismo punto (x”, y”).: Su determi 


1 
nante funcional es igual | y ¿| =*), porconsiguiente igual a cero para la rec- 


tay = x. Para encontrar ia imagen del plano OXY, a partir de esta transfor- 
mación observemos que para el punto (x”, y) dado, los números x, son las ra- 
Íces de la ecuación cuadrática. 


2—xz+y =0. 
Como es sabido esta ecuación tiene raíces reales, Cuando y solarnente cuan- 
do x*_4y>0, , Por consiguiente, la imagen del viano OX Y es el conjunto 
, . ¿ ; , xn S 
de puntos  (*, Y”) distribuidos bajo la parábola y == 6 en la propia pará- 
Según el teorerna de la página 369, nuestra iransformación es biunívoca en 
cierta vecindad de cada punto xo» yo)» fuera de la recta y = x. Efectivamente 


resolviendo las ecuaciones con respecto á x y yque definen la transformación, 


encontramos 
eV, VA 
A o E RS 
ó P— 
o Vx" ay" x' Vx “ay 
a a E E 


Para cierta vecindad del punto Xo» Yo tienen lugar la primera o la segunda 


de estas posibilidades, dependiendo de que se tenga  X¿>J, O bien, <Yo- 


Si, por el contrario xo ” Yo: la iransformación no será biunivoca en ningu- 
na vecindad del punto (X. Y.) ya que en soda vecindad puede encontrarse un pap 


de puntos simétricamenle dispuestos con Pespecto a la recta y = X, cuyas ima- 
genes son uno y el mismo punto del plano O" :X”- Y7 


Asimismo, si nuestra transformación es biunfvoca en un cierto dominio co- 
nexo %, entonces este dominio no puede contener ningún punto de la reta y = X 
y porconsiguiente, está alojado completamente arriba o abajo de esta recta, 
De esto se deduce que el jacobiano tiene un signo constante en el dominio (ver 
la observación 2, P42.372). 
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PROBLEMAS 


1. Demostrar que para la transformación 
CY, y'=2xy: 


la imagen del pleno OX Y es todo el plano O'X'Y'*.La transformación no es biu- 
nívoca en ninguna vecindad del punto (0, 0), 


2. Demostrar que para la transformación 
xx, y=x2*+y 
la imagen duel plano OXY será el canjunto de puntos del plano O” X” Y“ distri- 


buídos arriba de la parábola y'=x"*' y en la misma. La transformación no 
es biunívoca en las vecindades de los puntos del eje OX, 


/ 
4, Cambio de Variables en Integrales Dobles, Sean: + ly vos 
dominios regulares, «delimitados respectivamente por las curvas simples ce-. 
rradas C y C/ Admitamos que'lae funciones 


£=f(x, y), Y =p (%, y) 


son definidas y continuas, asf como sus primeras derivadas parciales, en cier- 
to dominio cerrado D que contiene ¿en su interior parte del dominio 'e, ¡Sea 


P (x7 y una función continua en' e. ¿Si deseamos introducir las huevas varia- 
bles x, y, ligadas a las variables xí y” por las ecuaciones (a), hen la integral 


See, y)dx'dy" 


se emplea la fórmula E DU 
Seo, y”) dx'dy' ==0ff Plrt, y) ty) 4 ardy, 
w! ó 


donde o 
4 e=-+1.. 


- La fórmula (1) es válida bajo las siguientes condiciones: 


1, La función P(x”, y”), definida y continua en cierto dominio cerrado D“que 
contiene no solamente al dominio y','sino a toda imagen del dominio 'vi¡después 
de la transformación (a): 


2. Las funciones f- y P transforman biunivocamente la curva C sobre la cur- 
va CÍ 


3. Si un punto recorre la curva C hacia la izquierda, entonces el punto €o- 
rrespondiente de la curva Cla recorrerá, según la condición 2, hacia la iz- 
quierda o de la deretha. En el primer caso tendremos ¿1 y en el se- 
gundo 't=—l.' Pop tanto, e'no depende de la función P(x"”, y) sino solamente 
de la «baneformación definida por las funciones fi y- P- 


Observación. De la condición l se desprende la existencia de la integral 
en el miembro derecho de la igualdad (1). En auanto a latransformación biuni- 
voca en el interior del dominio, limitado por la curva C, no es posible decir na- 


da. 


Haremos la demostración mencionada en la suposición que se satisfacen cier- 
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tas condiciones adicionales, a saber supondremos que: 


a) la curva C tiene una representación normal que satisface las condiciones 
de la Pág.353 


b) El dominio w” (correspondientemente, '))puede dividirse en un número fi- 
nito de dominios normales con' respecto a cada uno de los ejes OX, OY, [co- 


rrespondientemente, Ox; 0'Y). ). 


Cc) Las funciones f(x, Y) y 'p(x, Y) tienen derivadas parciales de segundo or- 
den, continuas en e., 
D 


d) Existe una función F( x”, y% definiaa en D” que satisface la relación 
Pra, Y) =P 0%, y) (1) 
en el dominio .e'.”, 


Según el teorema de Green, tenemos: 
[Fer y)dx =- 3 dx dy e y) dx'dy.. có 


La integral «se toma en dirección izquierda a lo largo de la curva C”, 


Sean las funciones 
x=a(0, y=80  —(<t<t) 


una representación normal de la curva Csegún la direación izquierda. Enton- 
ces, en virtud de la condición 2, las funciones 


Ls (=a(0, Y =e(000, P0I="(0 
x=f(4(0, PO] =4(), Y de aa (3) 


serán una representación normal de la curva C/ 


Como las funciones f,Y' tienen derivadas parciales continuas y de acuerdo 
con lo supuesto, la curva C satisface la condición (a), puede considerarse que 
el intervalo  [t,,t,] puede ser dividido en un ñumero finito de intervalos, en 


los que las funciones  a(t), P(t) tienen derivadas continuas len los extremos de 
los intervalos las derivadas son unilaterales), y por' consiguiente, las funcio- 
nes 4 (t):y v(t) también tienen derivadas continuas en estos intervalos (en los 
extremos, unilaterales). En virtud de 3 tenemos: 


t, 
$e, y) dx =e | Fla(t), v(8]a (1) dt, ld 
to 
donde «*=>3-!ldependierido de que la curva Cse recorre en la dirección izquier- 


da y el recorrido correspondiente de la curva C” se haga también en la direc- 
ción izquierda o en la contraria. (ver P4g.354) 
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De las relaciones (3) obtenemos (excepto para un número finito de puntos): 
a (1) =f¿[2(0), Bl0]a (1) +4f,[2 (0, PUE A). 
De aquí y de (4) se deduce 


t : , 4 
feos, y) ars) Flu(s), v(01/, la (1), dias ds (8), 0 (017, [a.(2). B (078 6) at., 


Fácilmente se advierte que las integrales en el miembro derecho de esta 
¡igualdad son iguales, respectivamente, a las integrales 


j Ff(x, y), e(x 01f,(%, y) dx, j Elfo, Y), 9 (0 y)1f (2; y) dy, 


y ambas integrales se toman en la dirección izquierda. Omitiendo, para sim- 
plificar, las variables x, y, puede por consiguiente, escribirse: 


fre, y 14% =s| FG, 97,49 | FU, 0/4 e 


Transforinemos el miembro derecho de la igualdad (5) mediante la fórmula 
de Green. Obtenemos: 


[re yar ==. (otras al dxdy. 


Pero 
aru mt. AS A AA A 
AA TA AA A 
Por tanto 


fre, y rar =-eS(r, TA PRED dxdy. 


De donde,. en virtud de (1) y (2), obtenemos: 
Í, $) 
$520 y) dx'dy => Pre, » e MD) ez dy. 


Observac ión. Si la frontera del dominio y' consiste de varias curvas 
cerradas C;, C;,'..., Cp entonces el teorema anteridr continúa siendo válido Ss0” 





lamente en el caso en que la forntera del dominio Y consista del mismo núme- 
ro de curvas cerredas C,, Ca» -»-» Cn» las que mediante las funciones  f, Y se 


transformen biunívocamen:ie en las curvas Ci, “Ci,'... . Procede supone" 
aún que si el punto describe las curvas C,, C,, ... en dirección izquierda, en- 
tonces el punto correspondiente describe las curvas Ch Cup -.“> Ca siempre 


en dirección izquierda o siempre en dirección derecha, 


La demostración se conduce análogamente a la anterior, si se hace uso del 
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teorema general de Green. (P48.359 ) 


Observación 2..Aceptemos que el signo jacobiano E no cambia en 


el dominio . Según la fórmula (1) ] 
[fee aa =55P4, pl 522] axdy. (6) 


Aquí  e¿=>+1 depende únicamente de f y de q, pero no de P, Haciendo 


¡facay= y [En Y Jaxay. 


Por cuanto el miembro izquierdo de esta igualdad es positivo, la función 





P( x” y7 =1, obtenemos: 


DIS. $? q z : o < A 
"Dí, y debe ser no-negativa ya que según loSsupuesto el jacobiano 


no cambia de signo, y como  —«=-+w+!, entonces 
DÉ [5% E) 
“Day 1D AL 
Por consiguiente, en este caso Según la fórmula (6) encontramos: 


[fee yrara=) feu aj 5e3|aray. an 


Observación 3, Puede demostrarse que la.fórmula (11) es válida sien 
pre y cuando se satisfagan las condiciones siguientes: 

1). Los dominios «e y w' sean regulares; 

2). Las funciones f(x,y) y p(x,J) transformen biunívocarnente la parte inter 
del dominio e sobre toda la parte interior del dominio “.. 


En este caso no es obligatorio suponer que la transformación sea biunivocé 
sobre la frontera. 


Ejemplos. 
1. Calcular la integral (( (* + y) dxdysobre el sector circular e, limitado por e 
eje OX la recta J=xtg4(0<a<2m) y la cirounferencia x*+y=!1. 


Hagamos 
X=J00869, Yy=rsinp. 


Estas ecuaciones transforman biunfvocamenie la interioridad del rectángu- 
lo DOGKÉI<1, 0<p<243) del plano!(.P) en la interioridad del sector o, y el 
jacobilano 


Dix, y» 
Df, Do 


378 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 
tiene un signo constate. 


€or consiguiente 


e 1 

$ (+1) dx dy) | (1? cos* p 4-1" sin" y) rdcs9—1 ay | rar ] 

o : D e 

Para el cálculo de la integral sobre todo el cfrculo unitario no podríamos 

utilizar la transformación anterior ya que ella no es mutuamente unívoca en 

ninguna vecindad del punto r = 0. Sin embargo puesto que el resultado obte- 
nido es Correcto para todo *<2T, tendremos que al pasar al límite, cuando 


a—2n, la integral sobre todo el círculo toma el valor 5.) 


Como este razonamiento es válido para cualquier función continua la inte- 
gración sobre todo un circulo unitario puede llevarse a coordenadas polares , 
aunque aquí las condiciones de nuestro teorema no se cumeplen. 


Esto, por otra parte, se sigue también de la observación 3 y de la propiedad 
de nuestra transformación (ver el ejenplo 4, P48.372). 


Cafcutar el volumen del elipsoide 


STAFF 


Como el elipsoide es simétrica con respecto al plano OX Y, entonces 


v=2 fe y 1% —A ardy, 
y el dominio «e de integración será lá elipse 
A , 
+=! 
Hagamos x = au, y = bv. Se comprueba fácilmente que estas fórmulas deter- 


minan una reflexión mutuamente unívoca del círculo unitario K del plano OUV 
en la elipse e. Puesto que 


£ 
DEN —ab > 0, 
A.” 


obtendremos: ' 
l— z — Ze dx dy=| Vi—a—0v ab dudo. 
| eN 
ad . 
Introduciendo las coordenadas polares =rc0s q, 90=F8inf 


(ver el ejemplo anterior) encontramos 


te 1 
a ; 
AS PTA du do =)4r rVT=Pdr=>3 nm 


Finalmente á 
== nak, 


Representemos por — f(x, Y», P(x,yY) dos funciones continuas y con derivadas 
barciales, continuas también, en la vecindad del punto xo» yo)- Supongamos 
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también que su jacobiano 


pu 
D(x y) > 
es diferente de cero en esie Punto. 


La transformación definida por las ecuaciones 
x—=f(x, y), y—p(x, y), 


es mutuarnenie biunívoca en la vecindad de cierto punto (xo Yo): 


Así, si se contruye un círculo Ko ae radio suficientemente pequeño. con cen- 
tro en el punto xo» yo)» la imagen de este círculo será derta curva cerrada Kn 


así como el dominio que se encuentra en e. interior de esta curva. El área li- 
mitada por esta curva es igual a la integral 


Sfaxay = ES D dx dy. 
P 





Representando por my M, los valores mínimo y máximo, respectivamen- 
te, del jacobiano, en.el círculo Ko obtenemos, 'según el teorema de la Pág. 335 


m,|K; ¡<SEgacar a, |K,), 
es decir, 
(DG, DUO dx dy < Mi 


Si el radio r tiende a cero, entonces los número m y M»» en virtud de la 


continuidad del jacobiano, tenderán al valor de éste en el punto xo» y) 4 


Por lo que 








Df P _Dif, 
Le K, ETA) Di y ey= — D(x, y) a 


=)Y 


Mulriplicando ambos miembros por .é., obtenemos: 


K, DIED 
Eo K+1 —* Dx, y pe == 


Vemos, así, que la magnitud absoluta del jacobiano es igual al límite de la 
relación entre (X, y K,. y el jacobiano será positivo o negativo de acuerdo 


con que se conserve o no la dirección de circulación. Tenemos aquí cierta 
analogía con las propiedades conocidas de la derivada de una función de una 
variable. 
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PROBLEMAS 


1. Por medio de los ejemplos anteriores de cambios de variables, calcular: 


a) El volumen de la porción del elipsoide 


e, y, 2 
SD ÓN 
E, en el primer octante entre los planos x= 0,y=0,z=0yel plano 


+? 
v=2 nabo (5 Y 3-4). 


b) El volumen del cuerpo determinado por la intersección de la esfera 
eya ="P 


“con el cilindro circular 


ec (a> 1). 
Vta, 


c) Las coordenadas del centro de gravedad (ver Pág. 343, problema 6) de 
un cuarto de la elipse 


x E 
ia 


alojado en el primer cuadrante: 


4a —_W 
E=3.' n— 3 


2, Demostrar mediante un carnmbio de variables, gue la transformación 
v=Vy y=-2Vy 
es biunivoca para y > 0. Y que posee la propiedad de que la imagen de Cualquier 


dominio cerrado del plano OX Y lalojado sobre el eje OX) es un dominio cerra- 
do con la misma área, 





CAPITULO XXIM 


INTEGRAL MULTIPLE. 


l, Integral Triple, Sea D un conjunto de puntos . (x, y, 2) en el - 
espaci XYZgue satisfacen las desigualdades 
asx<da, bEy<D, c<zr<C. 


Evidentemente D es un paralelepípedo rectó3 de volumen 
s= (a' — a) (b' —b) (c* —c) 


VES FO FEA 


es su diagonal. 


Dividamos aD'en un número finito de paralelepípedos rectos de vo - 
lúmenes br, At, ... +). Llamaremos cortadura 3s al conjun - 


to Ge estos paralelepipedos rectos. Representaremos con Jóf ala - 
mayor de las diagonales de los paralelepípedos. 


Se dirá que la secuencia de cortáaduras es normal si 
lim 13,10. 


Admitamos que en el rate lopiG6da recto D,f(x, y, 2). es una función 
definida y acotada. Formemos una cortadura 3 arbitraria y elija - 
mos también arbitrariamente en cada paralelepípedo de los que consti - 
tuyen la cortadura $. un punto. Representemos las coordinadas de - 
los puntos escogidos por (E, 9, €), (E, A O y formemos la suma: 


A=f(Ey mM €) 4H Ep Mp (Ar... 
Si para cada secuencia normal de cortaduras (8,) la correspon- 
diente secuencia de la sumas (4,) tiene límite, se dice que la fun -- 
ciónf(x, y, 2esintegrable en D., Puede demostrarse (como en la - 


doble integral) que en este caso las secuencias (4,) tienden a un lí- 


mite común al que llamamos integral triple de la función - 
f(x, y, 2) en el paralelepípedo recto C. Se representa me- 


diante el símbolo 
Nes y, 2)dt mm NAS y, 2) dx dy dz. 


+) En lo que sigue tanto los paralelepípedos como los dominios se - 
representarán también por Ar, A4r,... (Nota de la Red). 
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2. Integral Múltiple. Sea D el conjunto de puntos (x, y, z, ty del 
espacio Ye cuatro dimensiones, que satisfacen las desigualdades: 


CESA, LEYRE, CL, ds tud. 
El conjunto D se llama intervalo del espacio tetradimensional 
(Pag.202). 


Como medida de este intervalo (al que también llamamos valumen) 
se tiene el número 


«= (a — a) (0 —b)(c' —c) (d —d). 
Se llama diagonal del intervalo al número 
IV CSF EOI - 


Dividiendo el intervalo D en un número finito de intervalos de medi - 
da Ar,, 4%, --- obtenemos la cortadura 4, . Representamos con 


18 a la mayor de las diagonales de los intervalos que entran en la 
cortadura '3f , Se dice que la secuencia de las cortaduras -:(?,), 
es normal, si 
lim|3,]=0. 
«$00 


Sea que la función ' f(x, y; 'z, t), es definida y acotada en el intervalo - 
D. Tomemos, arbitrariamente, en cada intervalo At, Ar,,.,, Un pun - 


to cuyas coordinadas serán respectivamente (Es Y» €» 1) Es Ma Er 45)... «> 
y formemos la suma: 


A=f (E, My» Cs £,) Ar + Es Mar E 1) 4, +... 


Si para cada secuencia normal de conrtaduras (3,) , la correspon- 
diente secuencia de sumas ¿A,f tiene límite, entonces se dice que la - 
función f(x, y,:2, ) esintegrable en el intervalo D. El límite común 


de las secuencias 14,) se llama integral cuádruple de la fun 
ción Fix, y, 2, en el intervalo D. Se representa mediante - 
el símbolo 


S5LS 0» 2 0bét o 315540, y, 2, 1) de dydz dt. 
pl 


Se define similarmente la integral múltiple en un espacio de un núme 
ro cualquiera de dimensiones, 


3. Condiciones de Integrabilidad. Los teoremas 1,2,3 y 
4 (Pár. 2, Pag.327) siguen siendo válidos para las integrales triples y  - 
múltiples. En los teoremas 1, 2, 3, en calidad de dominio D, debe tomar 
se un paralelpípedo recto como intervalo. Las demostraciones de estos 
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teoremas son análogas. En el teorema 4 se hace la modificación si-- 
guiente: en el caso de la integral triple suponemos que los puntos de 
discontinuidad de la función subintegral están alojados en un número 
finito de superficies que son las imágenes geométricas de la función 
continua 2=f(x, y) o de *==p (y;"2), o Y =p (x, 4). En el caso de la inte-- 
gral cuádruple supondremos que los puntos de discontinuidad están - 
sobre un número finito de imágenes múltiples, que son imágenes geo 
métricas de funciones continuas tales como t=f(x, y” 2), o =p (yz, t) 
etc. 


Variantes análogas se introducen ¡»ara el caso de mayor número 
de dimensiones. 


4. La integral múltiple como reiteración. 
Teorema. Si la función/(x, y, z) es continua en el -- 


paralelepíipedo recto Dla<x<4d, bey <0, csz<c)entonces 
se E 


55 f(x, y, z)de =¡Lftvo y 2) dz) dy] as. 


La demostración de este teorema es análoga a la del teorema del 
Pár, 3, Pág. 328. 


Un teorema análogo tiene lugar para las integrales múltiples. 


Observación. Puede demostrarse un teorema más general. - 
Aceptemos que la función Ls , y, 2)es integrable en D y que para todo 
par de valores x, y la función f(x, y, z), considerada como función de - 
una sola variable aP es integrable. Bajo tales condiciones puede afir- 


marse que: > 


yy Eta, ASS y, z)dz 
O Dlcx<d, Er 


| e. 
IA Y 24=50570, y, 2)dz) do. 


(x* +94 de 
Ejemplo. Calcular la integral, 1 
lepípedo recto D determinado por las desigualdades 


es una función integrable en el rectángu- 


sobre el parale 


OGIZA 0O<y=b 0=:r<0C. 
rra [let +9) 07] ar 


SE [Ser +o* + 5)4g) as 


obtenemos: 
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='[ AN a 7). 
=p 4 e, 


5. Integral Múltiple sobre un Dominio. Sea e: un do- 
minio acotado y cerrado en el espacio tridimensional, (ver Pág, 202), 


Admitamos que la función f(x, Y; 2des definida y acotada en el do- 
minio e Sea D un paralelepípedo recto cualquiera. 


la<xr<d, bEy<D cxzrxc), 


que contiene al dominio « Definamos en D una nueva función F (x, y, z), 
haciendo 
Fx, y, 2) 


F(x, y, a=É; 


Diremos que la función f(x, y, 2) es integrable en a Si Fx; y, 2) 
es integrable en D. Llamaremos al valor de la integral f IN Fx, y, 2)d 


integral triple de la función £(*,J, 2). en el dominio e. . La triple jnte- 
gral sobre el dominio 4% se representará, como antes, mediante el - 
simbolo 


A 31.84. O $554 0, y, 2) dx dy dz. 


Xx 
Asf ,pues,según la definición arriba mencionada 


[$540 y. 2=$[[ 56 y, mas 


Como fácilmente se comprueba, para la triple integral tiene lu- 
gar una observación análoga a la de la Pág. 333. 


El dominio cerrado «les regular si su frontera con- 
siste en un número finito de superficies suscepti- 
bles de representarse en una de las siguientes for 
mas 

2=f(x, y), y =q(%, 2), x=090, 2). 


El lector comprobará fácilmente, que los teoremas 1 y 2 (P8g. - 
333) son válidos también para las integrales triples (con los cambios 
correspondientes). 


El volumen de un dominio regular cerrado se determina por 
la fórmula 
[0] =$ do. 
w 


Tal definición y teoremas tienen lugar para integrales múltiples 
cualesquiera, 
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Fácilmente podrá el lector formular los teoremas l, 2, 3 Par. 5 
( Pág, 334 ) para las integrales múltiples. Las demostraciones son - 
análogas. 


Como valor medio de la función/ (x, y, £S)len el dominio ** obtene- 


mos la cantidad A 
ra SV 70, y, 2) dt. 


6. La Integral Múltiple como Reiteración en un- 
Dominio. Sea 0, un dominio retular en el plano OXYy «eun domi- 


nio regular en el espacio de tres dimensiones, definidos de la siguien 
te manera: Fl dominio e está constituido por todos los puntos (x, Y, 2) 
para los cuales el punto (x, y) perteneciente a%, Y z satisface las de- 
sigualdades 


Pp (x, y) <z2 <p, (x, y), 


donde , (*, Y) y P,(x, Y) son funciones continuas definidas en e,. A tal - 
dominio lo llamaremos normal con relación al pianooxy. El do-- 
minio e está delimitado por las superficies 2=p,(x, y), ¿=»p,(x, y) Y- 


la superficie lateral del cilindro de base e,, cuyas generatrices son 
paralelas al ejeOz. Sea D un paralelepfpedo recta cua!quiera determi 


nado por las desigualdadesacx<a.bEy<)D cczzGc que encierra al 
dominio . Si la función f(x, y, z) es continua en e, entonces, como - 
sabemos: 


S557 0, y, 25 Fx, y, aer, 


dondeFlx, y, 2) =f(x, y, 2) en e y F(x, y, £)=0 en los restantes puntos - 
del paralelepípedo D, 


La función F(x, y, z), considerada como función de una sola varia- 
ble z, tiene no más de dos puntos de discontinuidad: estos pueden ser 
solamente los puntos en los que la recta que saliendo del punto (x, y) . 
paralelamente a OZ, intersecta la frontera del dominio e. Por consi- 
guiente, para todo punto (x, »)existe la integral : 


e 
| Ft, y, 2 d2=Wk, y). 


De donde, en virtud de la observación de la Pág. 383 se despren- 
de que e 
IS qe y, n=, y, 2)a= 5 ($Ft, y, 2)Jdz) do, (1) 


donde PD representa el rectángulo definido por las desigualdades 
a Gra bEy<D0. 


Pero como fácilmente se advierte, para ;, y fijos, tenemos 
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e Ga(X, y) 
W(x,y)=|Fíx, y, 2)d2= | Fíx, y, 2)dx= 
e Pi(x, y) 
f(x, y) 
= | 7(%,y, 2)dz, 1 
(Xx, y) 


cuando (x, y) pertenecena  a4,, y 
e 
W(x, y) =| Fx, y, 23d =0 
en los restantes puntos del ro cUuibgalO D. 
Por consiguiente. 


55 Wiíx, y) do="f W(x, y) do, 
D* w 


Así pues, en virtud de (1) y (2) 


[So y nar [OT 46 y, m4e) ao 
e Mpx y) 


Fórmulas análogas se obtienen para dominios normales en relación 
con los planos OYZ y 0OXZ. 


Ejemplos. 


l. Calcular la integral ((((2x-+3y—z)dxdydz en el prisma trian- 


gular, de caras 2=0, 2=48, x=0, y=0, — x+y=0b(a>0, 60>0). 


Tenemos ?, (*, Y)=0, q, (x, y)=a.El dominio «w, ,enel plano OXyse- 
rá cl triángulo de lados 


x=0, y=0 x+y=0. 
AsÍ pues, 


SS 043) —2) axay as =[(([ (20 +3) —2)d2) ao. 
» w 4 
Como E 
(ex+3y—2d:=(2:+3ya—E, 
0 


entonces, finalmente, para nuestra integral obtenemos: 


¡s[e=+ano—5Je= fa $ [or+amo—9]o= 
se 0 


=2 ab* — Ñ ab”, 


2, Calcular el volumen de un dominio normal con respecto al plano - 
OXY. 


Conservando la notación anterior, obtenemos: 
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V= S5 dxdydi= AS do, 


esto es 
V=8 le, (%, y) —p, (x, y)] 2o 


(ver Pag.340 Ejemplo 4) 
| PROBLEMAS 


l. Calcular la triple integral 
fa VI=3% dxd y de 
D 


en el paralelepípedo recto D, limitado por los planos x==-1, 


y=x=wli=>)!, 
4x 
Respuesta. 3: 


2. Las coordenadas del centro de gravedad de un cuerpo homogéneo 
son los valores medios de las funciones x, y, z, es decir 


o am fre cl ff 


Determinar el centro de gravedad; 


a) de la octava parte del elipsoide 
dy 2 
+ara=ho 

alojada en el primer octante, 


b) Del cono circular de radio r y altura w. 


Respuesta. a) E=34 =3» (=3 Cc; b) sobre la altura del cono a una 


distancia 70 desde la base. 


3. Calcular el triple integral SS f sin y de en el dominio  «+., nor - 
w 
mal con relación al plano orz,ccomprendido entre este plano y las super - 
ficies 
x=1-+:c08 y (=<y==x, 02 =<2). 


Respuesta: E. 
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